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内 容 简 介 


本 书 是 为 工科 研究 生 学 习 * 应 用 泛 函 分 析 " 课 程 而 编写 的 教材 ， 全书 共 
分 八 章 , 内 容 包括 : 实 分 析 基础 ,距离 空间 、 赋 范 线性 空间 与 Banach 空间 、 内 
积 空间 与 Hilbert 空间 线性 算 子 的 一 般 理论 . 谱 理论 .Banach 空间 上 的 微 
积分 ,线性 算 子 半 群 .本 书 着 力 于 说 明 有 限 维 和 无 限 维 分 析 学 的 本 质 差别 ， 
尽量 用 范例 来 说 明 各 种 抽象 概念 和 定理 ,使 读者 能 了 解 在 无 限 维 空间 中 处 
理 问题 的 基本 思想 .理论 和 方法 ,特别 是 紧 性 、 自 伴 性 .压缩 性 等 在 无 限 维 分 
析 学 中 的 重要 作用 . 书后 配 有 相当 数量 的 习题 与 提示 ,为 读者 掌握 泛 函 分 
析 方 法 提供 必要 的 训练 . 

本 书 内 容 丰 富 , 深 入 浅 出 ,利于 实用 和 读者 自学 ,可 以 作为 高 等 院 校 理 
工科 本 科 高 年 级 学 生 和 研究 生 的 教材 或 教学 参考 书 ,也 可 以 供 对 泛 函 分 析 
有 兴趣 的 科研 .工程 技术 人 员 阅读 . 
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随 着 自然 科学 、 工 程 技术 、 特 别 是 计算 机 科学 技术 的 发 展 ， 泛 函 分 析 已 
经 日 益 渗透 到 工程 和 数学 的 许多 分 支 ， 因 而 它 在 力学 、 物 理学 、 化 学 工程 
控制 论 和 信号 处 理 等 许多 学 科 中 都 起 着 日 益 重 要 的 作用 ， 因 此 ， 许 多 大 学 已 
把 它 列 为 工科 研究 生 必 修 课程 ， 本 书 是 根据 作者 为 工科 研究 生 讲授 应 用 泛 本 
分 析 课 程 的 讲义 基础 上 写成 ， 它 可 以 作为 泛 函 分 析 的 入 门 教材 ， 对 于 工科 研 
究 生 进一步 学 习 泛 函 分 析 及 其 应 用 和 近代 数学 的 其 他 分 支 提供 必要 的 基础 

泛 函 分 析 有 着 丰富 的 理论 成 果 ， 本 书 只 选取 最 基本 的 及 较 常 用 的 内 容 ， 
考虑 到 工科 研究 生 ， 大 多 数 仅 有 工科 大 学 的 高 等 数学 基础 并 且 以 工程 应 用 为 
主 ， 因 此 书 中 补充 了 实 分 析 的 一 些 基础 知识 ， 并 且 力 图 采取 比较 容易 接受 的 
方式 来 讲述 ， 省 略 了 一 些 结论 的 证 明 过 程 ， 直 接 使 用 其 结果 .尽量 用 范例 来 
说 明 各 种 抽象 概念 和 定理 ， 使 读者 能 够 了 解 在 无 限 维 空间 中 处 理 问 题 的 基本 
思想 、 理 论 和 方法 ， 特 别 是 紧 性 、 自 伴 性 、 压 缩 性 等 在 无 限 维 分 析 学 中 的 重 
要 作用 .书后 配 有 相当 数量 的 习题 与 提示 ， 为 读者 掌握 泛 函 分 析 方法 提供 必 
要 的 训练. 

作者 多 次 讲授 应 用 泛 函 分 析 课 程 ， 本 书 在 原 讲义 的 基础 上 修改 而 成 ， 在 
编写 过 程 中 ， 得 到 了 各 级 领导 的 关怀 与 支持 ， 本 书 的 出 版 也 是 在 同仁 们 的 鼓 
励 与 支持 下 才 得 以 实现 的 ， 特 别 是 恩师 王 声 望 先生 ， 是 他 引导 我 一 直 注 意 泛 
函 分 析 的 应 用 ， 他 对 本 书 内 容 的 选材 和 编写 提出 了 许多 宝贵 意见 ， 同 时 ， 科 
学 出 版 社 吕 虹 编审 也 为 本 书 的 出 版 付出 了 艰辛 的 劳动 . 借 本 书 出 版 之 际 ， 对 
他 们 一 并 表示 感谢 .由 于 编者 的 水 平 所 限 ， 本 书 还 会 存在 错误 与 不 妥 之 处 
敬 请 广大 读者 批评 指正 
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记号 与 约定 


Q:” 有理数 域 ， Z: 整数 集 ，2Z+ = {n€E2Z: n>0}.N: 自然 数 
集 ， 了 有 + = [0, 十 oo0):” 非 负 实 数 . 

C: 复数 域 ， R: ”实数 域 ，F: 实数 域 或 复数 域 . 

F": 7 维 欧 几 里 得 空间 . 

ImA: 入 的 虑 部 . 

ReA: 入 的 实 部 . 

sgn 和 A: 入 的 符号 困 数 . 

TEA 与 T4444 分 别 表示 元 素 了 属于 集合 4 与 不 属于 集合 4. 

ACB: 集合 A 是 集合 BB 的 子 集 . 

妇 = B: 集合 4 等 于 集合 B. 

4\B=4- 刀 : 集合 4 与 集合 B 的 差 集 . 

b/a:= 4: 数 b 除 以 数 a. 

AUB: 集合 A 与 B 的 并 . 

ANB: 集合 A 与 B 的 交 . 


了 +o0 
下 Xk 一 XIXX2xX3x:…XxXn TIILXK =XIxX2xXsx… 
和 k=1 

=271 十 z2 十 73 十 … 十 Zn， 忆 =Z1 十 Z2 十 Z3 十 …… 
k=1 k=1 
3 与 Y: ”分别 表 示 存 在 与 对 于 任意 的 . 
:= 或 全， 定义 为 . 


Xa4: 集合 4 的 特征 晒 数 . 

45: 集合 4 的 补 集 . 

8: 空 集 . 

卫 坟 Q: 如 果 卫 成立 则 Q@ 也 成 立 . 
m:” 勒 贝 格 测度 . 

sup 4: 集合 4 的 上 确 界 . 

inf 4: ”集合 A 的 下 确 界 . 

max 4: 集合 4 的 最 大 值 . 
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min A: 集合 4 的 最 小 值 . 

A': 集合 4 的 导 集 . 

在 ”集合 4 的 闭 包 . 

ATt: 集合 4 的 正 交 补 . 

B(a,7): 以 a 为 中 心 以 7 为 半径 的 开 球 . 
万 (a,7):” 以 a 为 中 心 以 7 为 半径 的 闭 球 . 
5S(a,7):” 以 a 为 中 心 以 7 为 半径 的 球面 . 
d(z,y): ”点 工 与 点 Y 之 间 的 距离 . 
dr,4): ”点 工 与 集合 4 之 间 的 距离 . 
d(4, 有): 集合 4 与 集合 B 之 间 的 距离 . 
d(4): 集合 4 的 直径 . 

dimX: 空间 X 的 维 数 . 

5; 一切 数列 构成 的 空间 . 

IP(1 p< 十 00): p 次 早 可 和 数列 空间 . 
1>; 有 界 数 列 空间 . 

c: 收敛 数 列 空间 . 

co: 收敛 于 0 的 数列 空间 . 

LP(1<p< 十 00): P 次 昧 可 积 函数 空间 . 
Zs: 几乎 有 界 可 测 函 数 空间 . 


CA([a, 名 ): [ab 上 具有 直到 大 阶 连 续 导数 的 函数 空间 . 


V6(f, 4): 关于 分 划 4 的 变 差 
W2(f): 下 的 全 变 差 

exp(t) = et. 

Ix: 单位 算 子 ， 恒 等 算 子 . 

让 中， 范 数 . 

lp: 如 (Zn) 范 数 . 

(:,"); 内 积 . 


数 零 ， 零 向 量 ， 零 算 子 ， 零 泛 冰 等 都 记 为 0 或 9. 


A+B={at+b: ae€h, beB}. 
r+A={rz+a: aeA}. 
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B(X,Y):” 赋 范 线性 空间 X 上 到 赋 范 线性 空间 Y 的 有 界线 性 算 子 全 
体 ，B(X) = B(X,X). 

下 (X,Y): ” 赋 范 线性 空间 X 上 到 赋 范 线性 空间 Y 的 Fredholm 算 子 
全 体 ，F(X)= F(X,X). 

K(X,Y): ” 赋 范 线性 空间 X 上 到 赋 范 线性 空间 Y 的 紧 算 子 全 体 ; 

K(X)= K(X,X). 

FR(X,Y):” 赋 范 线性 空间 X 上 到 赋 范 线性 空间 Y 的 有 限 秩 算 子 ( 算 
子 值 域 为 有 限 维 ) 全 体 ; FR(X) = FR(X,X). 

B2(X,Y): Hilbert 空间 X 上 到 Hilbert 空间 Y 的 Hilbert-Schmidt 
算 子 全 体 ， B2(X) = B2(X,X). 

X*: 空间 X 的 对 偶 空 间 . 

span(4): 集合 4 生成 的 子 空间 . 

span(4): 集合 4 生成 的 闭 子 空间 . 

ker(T):” 算 子 T 的 等 空间 . 

D(T):” 算 子 T 的 定义 域 . 

T(4) = {Tr: ze4nDT)}. 

R(T): 算 子 了 的 值 域 . 

T*:” 算 子 T 的 对 偶 算 子 或 伴随 算 子 . 

a(T) := dim(ker(T)) 、8(7) := dim(Y/R(T)) 

R、 = R(A;T) = (MT -了 T)-1: 算 子 工 的 预 解 式 . 

ro(T): 算 子 了 的 谱 半 径 . 

p(T): 算 子 T 的 预 解 集 . 

alT): 算 子 了 的 谱 . 

op(T): 算 子 了 的 点 谱 . 

oc(T): 算 子 了 的 连续 谱 . 

or(T): 算 子 了 的 剩余 谱 . 

ind(T): ”Fredholm 算 子 了 的 指标 . 

Df(zo,h): 算 子 f 在 点 zo 沿 着 方向 h 的 G 微分 . 

Df(zo): 算 子 / 在 点 ro 的 G 导 算 子 . 

df(zo,h) = df(zo)h: 算 子 f 在 点 ro 沿 着 方向 h 的 一 阶 F 微分 . 

df(zo) 或 f'(z0): 算 子 f 在 点 zo 的 一 阶 F 导 算 子 . 
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jn)(zo): 算 子 了 在 点 zo 的 n 阶 下 导 算 子 . 
CK(U,Y): 由 U 上 到 YY 的 具有 大 阶 连续 下 导 算 子 的 算 子 全 体 构成 的 
集合 . 
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第 二 章 。 距离 空间 
$2.1 ”上 距离 


82.2 ”距离 空间 中 的 极限 .i 50 
82.3 ”距离 空间 中 的 开 集 、 闭 集 .pp 55 
82.4 ”稠密 性 与 可 分 性 .7 57 
82.5 距离 空间 的 完备 性 60 
Ce a a 64 
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82.8 。” 紧 集 上 的 连续 孙 数 72 
52.9 ”不 动 点 定理 及 其 向 用 :ee 74 
62.10 从 形 如 间作 na 84 
第 三 章 ”Banach 空间 

83.1 

83.2 ” 赋 范 线性 空间 与 Banach 空间 .i 91 
83.3 “有限 维 赋 范 线性 空间 bey 


第 四 章 。 Hilbert 空间. 
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bt 104 

内 积 与 范 数 的 关 娄 eserves ni 107 

党 实 汪 下 守 外 109 

变 分 原理 与 正 交 分 解 定理 .. .111 

村 淮 定 奖 和 EX 让 人 汪 和 区 和 昌 115 

Hilbert 空间 中 的 Fourier 分 析 ..……………….………………….. 121 

Hilbert 室 间 的 同和 ea 131 
线性 算 子 的 一 般 理论 .pp 134 

月 界 性 污 连 线 惧 a 

六 拍 算 子 的 区 灶 ii i 

求 有 界线 性 算 子 范 数 的 实例 分 析 .. 

有 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 

有 界线 性 算 子 空 间 、 算 子 列 的 一 致 收敛 与 强 收敛 

开 映 射 定 埋 、 逆 算 子 定 理 、 闭 图 像 定理 

Rei 实 过 并 天 

Hoalm-Banach 定 璋 pie 

计 便 况 隔 ,和 洛 民 宰 间 让 

1 Tr 

RE ED 

Banach :空间 士 的 徽 信 -iid vivi 225 

高 阶 袜 从 与 秦 勒 公式 szsgeeseaeegeaasaaraaaseaeiaae 235 


87.4 ” 隐 浙 数 定理 与 反 负数 定理 239 
第 儿童 规 性 算 子 半 群 se 245 
88.1 ”线性 算 子 半 群 的 定义 及 其 生成 元 .7 245 
5602 HITYopds 定理 pc 249 
88.3 ” 紧 半 群 、 解 析 半 群 与 可 微 半 群 .pt 254 
88.4 ”线性 算 子 半 群 在 微分 方程 中 的 应 用 .pp 260 
生硬 与 提示 oe er end 266 


1.。 集合 的 概念 


集合 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 . 把 客观 世界 或 思维 中 一 定 范围 内 的 所 有 
对 象 ， 作 为 一 个 整体 来 研究 ， 我 们 把 这 个 整体 就 称 为 一 个 集合 . 构成 集合 的 
那些 事物 称 为 集合 的 元 素 . 例如 ， 实 直线 上 点 的 全 体 构 成 一 个 集合 ， 它 的 元 
素 是 点 ， 以 实数 为 系数 的 多 项 式 全 体 构成 一 个 集合 ， 它 的 元 素 是 实 系数 多 项 
式 . 直线 上 的 一 切 开 区 间 构 成 一 个 集合 ， 这 个 集合 的 元 素 是 开 区 间 ， [a,9] 上 
一 切 连续 函数 构成 一 个 集合 ， 这 个 集合 的 元 素 是 连续 函数 . 

本 书 中 集合 通常 用 大 写字 母 4，B，C，… 表示 ， 集 合 的 元 素 用 小 写字 
母 ag,，b，c，…… 表示 . 

设 4 是 一 个 集合 ， 当 a 是 集合 4 的 元 素 时 ， 称 a 属于 4, 它 的 意义 与 
4 含有 a 相同 ， 用 记号 ae 4 表示 . a 不 属于 4A 用 a 4 A 表示 ， 当 集合 
A 是 由 一 切 具 有 性 质 P 的 元 素 构成 时 ， 可 表示 成 


4={z: Zz 具有 性 质 P}. 


含有 有 限 个 元 素 的 集合 称 为 有 限 集 . 含有 无 限 个 元 素 的 集合 称 为 无 限 
集 . 不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 通常 用 符号 0 表示 . 如 果 集 合 4 的 每 一 
个 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 ， 则 称 4 是 B 的 子 集 , 记 作 4 C B. 

为 了 方便 起 见 ， 对 于 任意 的 集合 4, 我 们 规定 0 C 4. 

集合 的 包含 关系 有 以 下 的 性 质 : 

(1) 自 反 性 ，. 4C 4; 

(2) 反对 称 性 ， 4C 了，BC4 一 4= 了; 

(3) 传递 性 ， ACB, BcCC 二 AcC. 

车 4 CB, 并且 BC 4, 则 称 集合 4 与 集合 B 相等 , 记 作 4 = B. 

注 

(1) 对 于 一 个 给 定 的 集合 , 集合 中 的 元 素 必 须 是 确定 的 , 也 就 是 说 , 任何 
一 个 对 象 或 者 是 这 个 给 定 集合 中 的 元 素 ， 或 者 不 是 这 个 给 定 集合 中 的 元 素 ， 
二 者 必 居 其 一 ， 且 只 能 居 其 一 . 
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(2) 对 于 一 个 给 定 的 集合 ， 集 合 中 的 元 素 必 须 是 互 异 的 ， 也 就 是 说 ， 一 
个 集合 中 的 任何 两 个 元 素 都 不 同 . 如 2 与 2 不 能 是 同一 集合 的 两 个 元 素 . 

(3) 集合 中 的 元 素 无 先后 次 序 . 如 由 元 素 2，4，6，8，9 组 成 的 集合 
和 由 元 素 4，2，8，9，6 组 成 的 集合 是 同一 个 集合 . 

(4) 集合 中 的 元 素 可 以 是 任何 事物 ， 因 此 一 个 集合 也 可 以 作为 另 一 个 集 
合 的 元 素 。 如 学 生 按 分 班组 成 班 集合 ， 学 校 的 所 有 班组 成 校 集合 ， 校 集合 中 
的 元 素 就 是 另外 一 些 集合 . 

2. 集合 的 运算 

设 4 与 B 是 两 个 集合 ， 由 4 中 的 元 素 和 B 中 的 元 素 全 体 构成 的 集合 
称 为 A 与 B 的 并 集 , 简称 4 与 B 的 并 ， 记 作 A4UB, 也 就 是 说 


AUB:={z: ze4 或 ze 了 }. 


由 既 属 于 4 又 属于 B 的 所 有 元 素 构成 的 集合 称 为 4 与 B 的 交集 , 简 
称 4 与 B 的 交 ， 记 作 A4NmB, 也 就 是 说 


4nB:={z: zE€ A, 而 £8 ze 也 }. 


由 所 有 属于 4 但 不 属于 B 的 元 素 所 构成 的 集合 称 为 4 与 B 的 差 集 ， 
记 作 A\B, 也 就 是 说 


4\B:={z: zE4， 但 是 z 4 B}. 


考虑 集合 X 的 元 素 及 其 子 集 4， 已 ，…… 此 时 X\A 称 为 4 的 补 集 
(或 余 集 ), 记 作 4, 也 就 是 说 


4c:=XN4={z: zeEeX， 但 是 z 44). 
对 于 X 的 子 集 4，B. 和 有 
AUA:=X, ANA:=6, A“=A, 4CPt> 42DD2 
集合 的 运算 具有 下 述 运 算法 则 : 
(1) 翅 等 律 。 AUA=A，ANA= 有 A 


(2) 交换 律 : 4UB=Bu4，4nB=Bn4 
(3) 结合 律 ， (4UB)UC = 4u(BuC)，(4nB)nCc = 4n(BnC); 
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(4) 分 配 律 。 AU(BNC)=(4UB)N(4UC)，AN(BUC)= 
(ANB)ULU(ANO); 

(5) 吸收 律 。 AU(4mB)=4, AN(4UB)= 4; 

(6) 对 偶 律 (De Morgan 定律 ): (4UB) = 4cnBc，(4nB) = 
4c U 也. 

注 “集合 的 并 与 交 运 算 还 可 以 推广 到 任意 多 个 (有限 或 无 限 ) 集合 的 情 
况 . 设 {4。 : aeA} 是 一 个 集 族 ， 其 中 a 为 集合 的 指标 ， 它 在 指标 集 人 
中 变化 ， 则 这 族 集合 的 并 与 交 分 别 定义 为 


U A 人 {z: 3aeA，zre4a}， 
aEA 


MN Mc3{r: YaeA，ze4aj 
aeEA 
De Morgan 定律 可 推广 为 
(U4oc= 站 4 (NM ho = UA. 
aEA aEA aeA aEA 
De Morgan 定律 也 称 为 对 偶 原理 , 在 集合 论 及 其 应 用 中 有 重要 的 作用 . 
若 等 式 与 基本 集 X 的 子 集 有 关 ， 用 代 换 的 方法 ， 把 所 考察 的 一 切 子 集 换 成 
它 的 补 集 ， 并 运算 换 成 交 运算 ， 交 运算 换 成 并 运算 ， 就 会 得 到 另 一 个 对 侦 的 
等 式 ， 如 果 是 带 有 C 或 2 的 包含 关系 式 ， 再 把 两 者 互 换 ， 所 得 关系 式 也 成 
3， 笛 卡 儿 积 ( 直 积 集 ) 
设 A4，B 是 给 定 的 集合 ， 则 称 
AxB:={(r, 人: reh, veB}, 
为 4, B 的 笛 卡 儿 积 ( 直 积 集 ), 如 A4=[a, HB=[c dd 则 AxB= 
[a，6] x [ce，d], 也 就 是 矩形 中 的 点 所 组 成 的 集合 ， R 表示 实数 集 ，RxXR = 
R2, 即 表 示 普 通 平 面 上 点 所 组 成 的 集合 。 4x B 中 的 元 素 也 称 为 有 序 对 ， 当 
zzYH, (2, WAY, 7). (Tz1, 1) = (72, Yo) 71 = 72, N=. 
设 A1，A2，…，An 是 给 定 的 集合 ， 则 
Alx A2x:……x An 


:= {(zl za 7 Tn): T1E Al, T2 € A2,, Tn € An}. 
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81.2 映 射 


在 高 等 数学 中 已 学 过 函数 关系 y = f(z), 它 是 从 实数 集 及 (或 其 子 集 ) 
到 R 中 的 一 ls 这 个 概念 可 推广 到 一 般 集合 上 . 

设 X，Y 是 两 个 非 空 集合 ， 如 果 有 一 个 对 应 关系 (或 法 则 ) 存在 ， 对 
于 X 中 的 每 一 元 素 z, 有 Y 中 一 个 元 素 y 与 其 对 应 ， 则 称 给 出 了 一 个 从 
和 到 了 的 映射 刻 记 作 了 : XX 一 7, 而且 把 zx 与 y 的 对 应 关系 写 
成 y = f(z), 表示 了 把 zx 映 成 办 a 
了 的 定义 域 ， 记 作 D(f), 而 集合 f(X) := {f(z?): zeEX} 称 为 了 的 
值 域 ， 记 作 R(P)， 一 般 地 ， R(f) 是 Y 的 一 个 子 集 ， 不 必 是 整个 了， 称 
{(z，y): = Jr)，zrEeXicXxYy 为 映射 三 的 图 像 . 

由 于 映射 是 沙 数 概念 的 推广 ， 有 时 也 可 把 映射 称 为 函数 、 算 子 、 变 换 ， 
特别 地 ， 当 Y 是 数 集 (实数 集 R 或 复数 集 C) 时 ， 下 称 为 定义 在 集合 义 上 
的 泛 函 ， 

对 于 映射 了 : X 一 也 当 f(X) = 了 时 ， 称 为 满 射 或 歇 上 的 , 也 就 
是 说 是 由 六 到 Y 上 的 映射 . 

对 映射 上 : 闫 一 站, 如果 对 X 中 所 有 不 同 的 两 个 元 素 zl1， 72, 恒 
有 f(z1) 关 J(zz), 则 称 f 为 单 射 (或 一 一 映射 ), 即 对 于 7j(X) 中 每 一 
素 y, 存在 X 中 唯一 的 元 素 了 E X 与 其 对 应 ， 此 时 处 与 fj(X) 的 元 素 之 间 
有 一 一 对 应 关系 . 如 果 f 既是 满 射 又 是 单 射 ， 则 称 为 允 到 了 上 的 双 射 . 
此 时 六 与 的 元 素 之 间 有 一 一 对 应 关系 . 

对 于 映射 站 : 一 和 g: 荆 一 2 由 jz)=9(f(z)) 所 确定 的 
映射 hh: X 一 2 称 为 上 和 9 的 复合 映射 , 记 作 hgof. 它 是 复合 函数 
概念 的 推广 ， 对 映射 1: X -YY,9g: 了 一 Z, 96: 2Z 一 ? W 的 复合 映 
射 来 说 ,结合 律 (bog)jof = 68o(gof) 成 立 . 对 于 一 一 映射 : XX 一 >Y， 
使 y= f(x) 对 应 于 z 的 映射 /71: Y 一 立 称 为 的 着 映射 . 逆 映 射 是 
反 子 数 概念 的 推广 ， 一 般 来 说 ， 有 

fof l=:1y, flof=Ix. 

对 于 映射 上 : 大 一 ?> Y, 如 果 存 在 映射 9 : Y 一 ? XX, 使 得 fog = 
Jy，gof = 了 Ix, 则 f 必 是 双 射 , 而 且 广 ! = 9. 

如 果 有 两 个 映射 f/，g，D(f) C D(g), 且 对 于 任意 的 ze D(f)， f(z) = 
g(z), 则 称 g 是 f 在 集 D(g) 上 的 延 拓 或 扩张 , 称 f 是 g 在 D(f) 上 的 限 
制 , 记 作 f = g|p(p): 
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设 映射 f: 六 一 > 了 4 CY, 集合 f(4):= {f(a): ae4} 称 为 
4 在 了 下 的 像 . 如 果 BCY, 集 合 f-1(B)={z: f(z)e B} 称 为 BB 关 
于 了 的 原 像 . 

注 这 里 的 三 1 并 不 表示 逆 映 射 存在 ， 但 当 朔 映射 存在 时 ， B 在 逆 映 
射 f-!1 下 的 像 即 是 B 关于 f 的 原 像 . 

定理 1.1 设 映射 : 关怀, 而且 A1，A2，4 是 六 的 子 集 ， 则 有 

(1) 4i c A2 一 f(A41) C f(A2); 

(2) f(A1U A2) = f(A1)U F(A2); 

(3) f(A1N A2) C f(A1) N f(A2); 

(4) F(X\A) C FXNA), f° (F(A)) 2 A; 

另 一 方面 ， 设 Bl，B2，B 是 了 的 子 集 ， 则 有 

(5) Bic Ba 一 f71(Bi) C 广 !(B?); 

(6) f-1(BiU B2) = 广 !(B) Uf (Bo); 

(7) f-1(BiN Ba) = 171(B1) Nf (B2); 

(8) f-1(B°)=(f71(B))®, f(f7(B))= BNf(X)CB. 

注 (3) 中 等 号 不 一 定 成 立 .例如 ， 如 果 取 f(z) = z2, 41 = [2， 一 4 
42 = [1，?, 则 f(4in4z) =0, 但 f(A41)nf(42) = [1， 二 ,这 就 说 明 (3) 
中 等 号 不 能 成 立 . 

例 1.2 

(1) 当 映 射 的 定义 域 和 值 域 同 为 义 , 即 f: X 一 ?> XXX, 而 对 所 有 的 
Zz EX，f(z) = z, 则 三 称 为 X 上 的 恒 等 映 射 ， 以 = Tx 表示 之 . 

(2) 对 于 函数 f(z) = z2. 因为 f 的 定义 域 和 值 域 选取 的 不 同 将 会 属于 
不 同类 型 的 映射 . 

(i) : (-oo,+eo) 一 (oo,+co) 既 不 是 满 射 也 不 是 一 一 映射， 

(i 7: (-co,+oo) 一 [0,+co) 是 满 射 而 不 是 一 一 映射 ; 

( 首 ) 请 : [0, +eo) 一 (-co, +co) 是 一 一 映射 而 不 是 满 射 ， 

(iv) 丰 : [0, 十 00) 一 [0, 十 o0) 是 双 射 ; 

(w) 了 : (-oo,0] 一 [0,+co) 是 双 射 . 

(3) 设 4 是 一 个 m xn 矩阵 ,对 于 Z.E R",y € Rm, 则 线性 变换 
y= Az 确定 了 一 个 映射 ff: BR" 一 及 ”. 

(4) 设 R([0，]) 表示 闭 区 间 [0，1]] 上 黎 曼 (Riemann) 可 积 函 数 全 体 
构成 的 集合 ， 定 义 : R([0，1]) 王 展 为 


1 
f(s)=/ z(Ddt, Vv z(t) € RUo， 1), 
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则 泛 晒 / 是 满 射 但 不 是 一 一 映射 . 

(5) 设 C([0， 习 ) 表示 闭 区 间 [0， 1] 上 连续 函数 全 体 构成 的 集合 ， 
C1([0， 阳 ) 表示 闭 区 间 [0，1] 上 具有 一 阶 连 续 导 函 数 的 函数 全 体 构成 的 集 
合 ， 定 义 映射 了: C(I0，]]) 一 C1([0，]) 为 


V0=/ r(wW du, v z(t)ec(lo, 1), 


则 f 是 一 一 映射 但 不 是 满 射 . 事实 上 , 如 果 f(z) = f(y), x,，y € C([0，1])， 
则 对 于 任意 的 teE [0，1] 有 [f(z)](t) = [f(y)](t), 求 导 得 z(t) = y(t) (t € 
[0，]), 因此 x = y, 故 f 是 一 一 映射 . 但 f 不 是 满 射 , 用 反 证 法 证 明 . 由 于 
v(t) = 1€ C1([0，]]), 如 果 存 在 ze Cllo, 了 ]), 满足 [f(z)](t) = w(t) = 1, 
求 导 得 到 z(t) = 0, 但 是 [f(0)](t) = 人 0du = 0, 这 就 产生 一 个 矛盾 . 


61.3 集合 的 基数 


1. 集合 的 基数 

下 而 讨论 无 限 集合 中 元 素 多 少 的 概念 和 方法 ， 主 要 介绍 集合 的 对 等 与 基 
数 的 概念 . 

设 4，B 足 两 个 集合 ， 若 有 双 射 了 : 4 一 B, 则 称 4 和 上 B 是 对 等 
的 , 记 作 4~B. 

对 等 关系 有 下 列 三 条 性 质 : 

(1) 自 反 性 : 4~4: 

(2) 对 称 性 ， A~B=B~ 人 4; 

(3) 传递 性 ， A~B, B~C 一 4~C. 

一 般 地 ， 基 集合 X 上 具有 (1), (2), (3) 三 条 性 质 的 关系 ~ 称 为 等 价 关 
系 . 如 a ~ b. 则 称 a 和 b 等 价 . 同 元 素 a 等 价 的 全 体 元 素 的 集合 称 为 a 的 等 
价 类 ， 各 等 价 类 是 非 空 的 ， 因 为 a 属于 a 的 等 价 类 . 相 异 的 等 价 类 无 公共 元 
素 . 集合 尺 可 按 等 价 关系 分 类 ， 即 分 成 等 价 类 .等 价 关系 在 数学 和 一 般 科 学 
以 至 在 日 常生 活 中 是 很 多 的 ， 如 图 形 的 全 等 ， 相 似 等 等 都 是 等 价 关系 .这 里 
集合 对 等 是 一 种 特殊 的 等 价 关系 ， 可 用 对 等 关系 对 所 有 集合 进行 分 类 ， 彼 此 
E 合 类 ， 容 易 看 出 ， 元 素 个 数 相 同 的 两 个 有 限 集 可 以 建 


是 一 个 确定 的 自然 数 ， 所 有 元 素 个 数 等 十 n 的 有 限 
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集 是 对 等 的 ， 元 素 的 个 数 ”是 这 些 对 等 的 有 限 集 的 共同 属性 ， 这 个 概念 可 推 
广 到 无 限 集 . 

凡是 对 等 的 集合 称 为 具有 相同 的 基数 ， 因 此 ， 集 合 的 基数 是 对 等 的 集合 
所 具有 的 共同 属性 .一 个 集合 4 的 基数 ， 也 就 是 集合 4 的 “广义 的 元 素 个 
数 ” 记 为 4， 如 果 4 是 含有 n 个 元 素 的 有 限 集 ， 则 其 基数 二 n, 对 有 限 集 
而 言 ， 两 个 集合 具有 相同 的 基数 ， 即 它们 所 含 的 元 素 个 数 相 等 ， 因 此 ， 两 集 
合共 有 相同 的 基数 ， 就 是 有 限 集中 元 素 个 数 概念 的 推广 ， 它 刻画 了 集合 所 含 
元 素 的 多 少 . 

例 1.3 全 体 偶 数 的 集合 {2，4，6，…} 与 自然 数 集 N 之 间 存 在 一 
一 对 应 ， 也 就 是 说 {2，4，6，…} ~ NN, 所 以 偶数 集 与 自然 数 集 的 基数 是 
相等 的 . 

例 1.4 区 间 (1，1) 与 实数 集 R 是 对 等 的 ， 因 为 


和 tan(37), r€(-1, 1). 


是 (-1，1) 到 及 上 的 双 射 . 

这 两 个 例子 说 明 ， 无 限 集 与 其 子 集 具有 相同 的 基数 ， 而 有 限 集 与 其 子 集 
不 可 能 建立 一 一 对 应 ， 因 而 不 可 能 共有 相同 的 基数 ， 可 以 证 明 ， 任 何 一 个 无 
限 集 必 能 与 它 的 某 一 真子 集 对 等 ， 因 而 有 相同 的 基数 ， 这 说 明 无 限 集 与 有 限 
集 有 着 本 质 区 别 . 


2. 可 数 集 


定义 1.5 ” 凡 与 自然 数 集 N 对 等 的 集合 称 为 可 数 集 或 可 列 集 ， 一 个 集 
合 是 可 数 的 或 有 限 的 时 ， 称 为 至 多 可 数 . 

显然 ， 当 且 仅 当 集 合 4 的 所 有 元 素 可 用 自然 数 编号 ， 排 成 一 个 无 穷 序 列 
的 形式 4 = {al，a2，as、…} 时 ，4 是 可 数 集 ， 以 上 的 4 作为 集合 ， 当 
i 关 j 时 ai 关 aj, 而 以 往 定义 的 序列 是 自然 数 集 N 到 某 一 集合 4( 如 R,C 
等 ) 中 的 映射 f: N 一 4，f(n) = an, 也 可 记 作 {al，oa2，as，…'} 或 
简 记 作 {a%}. 此 时 可 能 有 ui = Qj, f 的 值 域 可 以 是 可 数 集 或 有 限 集 - 

例 1.6 整数 集 乙 是 可 数 集 . 

证 了 明 ”一切 整数 与 自然 数 之 闻 可 按 下 面 排 列 建立 一 一 对 应 : 
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因而 Z 是 可 数 集 . 

F 面 给 出 可 数 集 的 一 些 性 质 . 

性 质 1.7 可 数 集 的 任 一 子 集 是 可 数 的 或 有 限 的 . 

证 明 设 4 是 可 数 集 ,而 BB 是 它 的 子 集 ， 现 在 对 集合 A 的 元 素 进 
行 编号 ， al， aa， a3，…, 假设 an， ans， … 是 含 于 B 的 所 有 元 
素 ， 如 果 在 数 n1，n2，na，.… 中 有 最 大 的 数 ， 那 么 B 是 有 限 集 ， 如 果 在 
数 nl，n2，n3，…* 中 没有 最 大 的 数 ， 那 么 B 是 可 数 的 ， 因 为 它 的 元 素 
an ， an ，.…, 可 用 数 1，2，.… 进行 编号 

性 质 1.8 有限 个 或 可 数 个 可 数 集 的 并 仍 是 可 数 集 . 

证 明 设 44， Az，.… 是 可 数 集 ， 不 妨 假设 它们 两 两 不 相交 ， 否 则 可 
用 A1，A2\A1， As\(A1U 42)，… 来 代 料 它们 ， 其 中 每 一 个 集合 至 多 可 
数 ， 而 其 并 等 于 UA 一 


下 面 把 4A1， 42，…… 的 一 切 元 素 排 成 如 下 的 形式 : 


41: al — al2 al3 — al4 
Ba pd x 
A2: a2l Qa22 Qa23 Q24 
六 4 
As: a31 Q32 Q33 Q34 
4 
44: aal Qa2 Q43 Q44 


把 所 有 这 些 元 素 按 对 角 线 编号 ， 则 5S 可 以 表示 成 为 一 个 无 穷 序 列 
al1， A12, a21, Q31, 022，Q13， Q14; Q23， 432, Q41，…… 


故 S 是 可 数 集 . 

性 质 1.9 有限 多 个 可 数 集 41， 42，…， An 的 直 积 集 41 x A2 x 
… Xx An 是 可 数 的 . 

证 明 先 证 ?= 2 的 情况 . 设 A4，B 可 数 ，A= {al, a2, …},，B= 
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{01，b82，…}, 则 


AxB={(a, b1), (a, b2), (a2, b1), 
(a1, b3), (a2, b2), (a3, b1), ……}. 


A x B 中 一 般 的 元 素 为 (qi，b), 按 i 十 j= mm 的 大 小 ， 由 小 到 大 排列 ， 
对 于 mm = 2, 只 有 (al，); 对 于 m=3 时 有 (al，b2)，(a2，b1); 对 于 
m 二 4 时 有 (a1，b3)，(a2，b2)，(a3，1); …… 这 样 可 把 4 x B 的 所 有 
元 素 排列 出 来 ， 因 而 4 x B 可 数 . 

假设 n= 上 时 性 质 1.9 成 立即 是 说 A1 x 42 Xx… x Axk 是 可 数 集 ， 则 


Al x A2 Xx: x Ak x Akpt1 = (Al x Az x x Ak) xX Akt1s 


是 两 个 可 数 集 的 直 积 ， 因 而 也 可 数 ， 
+o0 
注 可 数 多 个 可 数 集 4n 的 直 积 IA" 不 可 数 . 当 An = {0，1} 只 有 两 


个 元 素 时 ， 从 4 中 的 元 素 是 在 fo 1} 中 取 值 的 序列 ，(zl，za，za，，… 小 


Zn = 0, 或 1，n = 1，2，3，…' 这 样 一 个 序列 相当 于 一 个 二 进 制 小 数 
(有 限 或 无 限 小 数 ), 其 全 体 构成 [0，1] 区 间 ， 以 后 将 证 明 [0，1 区 间 是 不 可 
数 的 . 

性 质 1.10” 任 一 无 限 集 都 包含 可 数 子 集 . 

证 明 ” 设 M 是 无 限 集 ， 在 M 中 任 取 一 元 素 a1, 由 于 MM 是 无 限 
集 ， 可 在 AM 中 找到 异 于 at 的 元 素 az 假设 已 找到 了 n 个 不 同 的 元 素 


{a1，a2，…，an}, 由 于 M 是 无 限 集 ，M\{ai1，a2，…，Qan} 关 0, 因 
此 存在 an+1 E M\{a1，a2，……，an}, 这 样 一 直 进行 下 去 就 能 得 到 M 的 
可 数 子 集 4 = {al，a2，…，an，… 小 . 

例 1.11 


(1) 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 ; 

(2) R” 上 的 有 理 点 集 是 可 数 集 ; 

(3) 有 理 系 数 多 项 式 全 体 是 可 数 集 ; 

(4) 直线 上 任何 一 个 由 互 不 相交 的 开 区 间 所 构成 的 集合 , 或 者 是 可 数 集 ， 
或 者 是 有 限 集 ; 

(5) 在 区 间 上 的 单调 函数 的 间断 点 至 多 为 可 数 个 - 

证 明 (1) 每 个 有 理 数 均 可 唯一 地 写成 分 母 为 正 整数 的 既 约 分 数 a = 
pP/9，9 > 0, 按 和 数 |p| 十 9 = n 的 大 小 由 小 到 大 排序 ，n = 1 时 的 分 数 只 有 


2 应 用 泛 咀 分析 


0/1，n = 2 时 的 分 数 是 1/1 和 -1/1,n 
等 等 ， 这 样 将 一 切 有 理 数 排列 如 下 : 


外 


3 时 的 分 数 是 2/1，2/1， 一 1/2 


-2 -1 3 -3 


1 
TM 


2 
i 
也 就 是 说 ， 首 先 写 出 = 1 的 分 数 ， 然 后 写 出 n = 2 的 分 数 ， 再 写 出 n= 3 
的 分 数 等 等 ， 这 样 对 任何 有 理 数 部 可 排列 出 ， 得 到 一 个 序号 ， 因 此 ， 一 切 有 
理 数 与 一 切 自然 数 之 间 建 立 了 一 一 对 应 

(2) 如 果 (x.y) E R2, 而 且 z，y € Q, 则 称 (z,y) 为 有 理 点 .因为 R? 
上 的 有 理 点 集 为 Q x Q. 而 且 Q ~ N. 利用 性 质 得 到 Q x Q ~ N. 同 理 可 
以 证 明 ， R" 中 有 理 点 集 为 可 数 集 . 

(3) 设 尸 为 有 理 系数 多 项 式 全 体 构成 的 集合 ， RP 为 不 大 于 大 次 的 有 
理 系数 多 项 式 的 集合 ， 也 就 是 说 


Pi:= {a0z" Fa lit.+tan: akEQ 0<k<n), 


因此 ，P 二 全 PP， 因为 多 项 式 aozna + azn-1 十 …… 十 an 与 nn 十 1 维 向 
n=0 


最 (ao, al .an) 一 一 对 应 ， 所 以 PP ~ Qn+l 其 中 Q"+! 是 Rn+l 中 的 
有 坚 点 集 ， 由 (2) 知 Q"+1 为 可 数 集 ， 从 而 Pn 为 可 数 集 ， 再 由 性 质 1.8 知 

十 oo 
也 = UP 为 可 数 集 . 

(4) 在 每 个 区 间 中 取 一 个 有 理 数 与 这 个 区 间 对 应 ， 那 么 不 同 的 有 理 数 对 
应 不 同 的 区 间 ， 因 此 ， 开 区 间 集 与 有 理 数 集 的 一 个 子 集 对 等 ， 但 是 有 理 数 集 
的 子 集 只 可 能 是 有 限 的 或 可 数 的 . 

(5) 单调 浮 数 f(z) 的 每 个 间断 点 t 在 y 轴 上 对 应 着 一 个 开 区 间 (f(t 一 
0), f(t 十 0)). 并 且 这 些 开 区 间 都 互 不 相交 ， 再 由 (4) 知 (5) 的 结论 是 对 的 

3. 不 可 数 集 

我 们 已 经 知道 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 ， 是 否 存在 不 可 数 集 ? 下 面 的 定理 
对 此 作出 了 肯定 的 回答 

定理 1.12 区间 [0，1] 中 的 点 是 不 可 数 的 . 

证 明 用 反 证 法 . 假定 [0，]] 中 的 点 是 可 数 的 ， 那 么 它们 能 排列 成 一 个 
无 穷 序 列 : al，a2，a3，…… 
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把 它们 写成 十 进 制 小 数 的 形式 : 


al 三 0.allal2a13 Qn 
Q2 = 0.421 422 423 …… a2n + 
43 = 0.a31432 433 "** a3n + 


on = 0.ani an2an3 ann ***, 


这 里 的 oik 是 数 ai 的 第 大 位 小 数 的 数字 ,注意 1 = 0.999…, 按照 Cantor 
对 角 线 程序 构造 小 数 b = 0.b1b2b3…bn…, 其 中 当 ann = 1 时 取 bn 二 2, 当 
ann 关 1 时 取 bn = 1. 这 个 十 进 制 小 数 5E [0，1], 而 小 数 5 与 ol 的 第 一 位 
数字 不 同 ， 与 a2 的 第 二 位 数字 不 同 ， 等 等 。 因 为 对 于 任何 的 n, bn 天 ann， 
可 见 对 于 任何 的 n,b 关 ov; 这 与 开始 的 假设 相 矛 盾 ， 因 此 [0，1] 是 不 可 数 
集 . 

容易 证 明 ， 开 区 间 (0，1) 、 (a，8) 和 闭 区 间 [o， 电 及 实数 集 R = 
(一 00, 十 00) 都 可 与 [0，1] 建立 一 一 对 应 ， 因 而 是 不 可 数 集 ， 且 与 [0，1] 有 
相同 的 基数 .可 数 集 的 基数 用 希 伯 菜 字母 No ( 阿 列 大 零 ) 来 表示 . 全体 实数 
集 及 的 基数 用 符号 c 来 表示 ， 称 为 连续 统 的 基数 . 


8514 ”实数 的 儿 个 定理 


我 们 已 经 知道 任意 两 个 实数 a，b 是 可 以 比较 大 小 的 ， 也 就 是 及 上 有 一 
种 次 序 关系 ， 具 有 如 下 性 质 : 

(1) 自 反 性 : a<a; 

(2) 反对 称 性 : a<b b<a—a=b; 

(3) 传递 性 : a<b, bb<c 一 a<c. 

一 般 来 说 , 如 果 一 个 集合 X 的 一 些 元 素 之 间 具 有 满足 上 述 三 个 条 件 的 关 
系 “<”, 则 称 这 种 关系 “< ”为 半 序 关系 . 定义 了 某 种 半 序 关系 的 集合 (X, <) 
就 称 为 半 序 集 . 如 果 半 序 集中 任意 两 个 元 素 a,b, a < b 和 b < a 两 者 中 至 少 
有 一 个 成 立 ， 则 称 此 集合 为 全 序 集 . 显然 ,实数 集 及 及 其 子 集 都 是 全 序 集 . 

设 4 C R, 如 果 存 在 C e R, 使 得 对 于 任意 的 ae 4, 都 有 a < C. 则 
称 C 是 4 的 一 个 上 界 , 同时 就 说 集合 4 有 上 界 . 集合 4 的 上 界 不 是 唯一 
的 ,如果 C 是 4 的 上 界 ， 则 任何 大 于 C 的 数 Cl 也 是 4 的 上 界 ， 同 时 注意 


.12 . 应 用 泛 函 分 析 


4 的 上 界 不 一 定 在 4 中 ， 同 样 地 ， 如 果 存 在 de 及 , 使 得 对 于 任意 的 ae A 
都 有 d < a, 则 称 d 是 4 的 一 个 下 界 , 同时 就 说 集合 4 有 下 界 . 当然 ， 如 果 
集合 4 同时 有 下 界 和 上 界 ， 则 称 4 有 界 . 显然 ， A 是 有 界 的 ， 当 上 且 仅 当 存 
在 一 个 正 数 C € R 使 得 对 于 任意 的 a € 4, 都 满足 不 等 式 |a| < C. 如 果 4 
有 上 界 ， 而 且 4 的 上 界 中 有 一 个 最 小 者 M, 则 称 M 是 4 的 上 确 界 , 记 作 
M=sup4. M 是 4 的 上 确 界 也 就 是 要 满足 下 述 两 个 条 件 : (1) M 是 
4 的 上 界 ， (2) 对 4 的 任 一 上 界 C, 有 M < C. 

注 ”由 此 定义 知 ， 如 果 4 有 上 确 界 ， 则 必 是 唯一 的 ， 事 实 上 ， 如 果 4 
有 两 个 上 确 界 ， M, M1'， 由 条 件 (1) M， M' 都 是 4 的 上 界 ， 由 条 件 (2) 
M < M'，M' < M, 故 M = M'. 此 外 ,我 们 也 有 : M 是 4 的 上 确 界 ， 
当 且 仅 当 (1) 对 于 任意 的 we 4, 满足 a < M; (2) 对 于 任意 的 = > 0, 在 4 
中 始终 可 以 找到 一 个 元 素 a, 使 得 a> M 一 <. 

如 果 4 无 上 界 ， 可 记 作 sup 4 = 十 co. 

类 似 于 上 确 界 也 可 以 定义 下 确 界 (或 最 大 下 界 )， 如 果 4 有 下 界 ， 而 且 
A 的 下 界 中 有 一 个 最 大 者 m, 则 称 m 是 4 的 下 确 界 , 记 作 m = inf 4, mm 
是 4 的 下 确 界 就 是 说 (1) m 是 4 的 一 个 下 界 ; (2) 对 4 的 任 一 下 界 d, 有 
d < m. 如 果 4 有 下 确 界 ， 则 是 唯一 的 ， m 是 4 的 下 确 界 ， 当 且 仅 当 

(1) 对 于 任意 的 ae 4, 满足 a > m; 

(2) 对 于 任意 的 e > 0, 在 4 中 始终 可 以 找到 一 个 元 素 a, 使 得 a < mm+e. 

如 果 m 是 4 的 一 个 下 界 , 则 mm 是 4 的 下 确 界 ， 当 且 仅 当 存 在 序列 
{an} C 4, 使 得 on 二 m(n 一 +oo). 

如 果 4 无 下 界 ， 记 作 inf 4 = 一 oo. 

下 面 给 出 刻画 实数 连续 性 的 几 个 等 价 命题 ， 但 略 去 其 证 明 . 

定理 1.13 ( 确 界 存在 定理 ) 

(1) 任何 有 上 界 的 非 空 实数 集 4 必 有 上 确 界 ; 

(2) 任何 有 下 界 的 非 空 实数 集 必 有 下 确 界 . 

注 ”如果 集 合 4 的 上 (下 ) 确 界 属于 4, 则 此 上 (下 ) 确 界 即 是 4 的 最 
大 (小 ) 值 . 

定理 1.14 (单调 有 界定 理 ) 

(1) 设 {zn} C R 是 单调 增加 的 有 界 点 列 ， 则 {zn} 必 有 极限 并 且 
lim zn = sup{zn}; 

(2) 设 {zn} C R 是 单调 减 小 的 有 界 点 列 ， 则 {zn} 必 有 极限 并 且 


本 一 inf 
lm zn inf {zn} 


n 


n 
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定理 1.15 ( 闭 区 间 套 定理 ) 设 [os， 如 ]，m = 1，2，… 是 一 列 
有 界 闭 区 间 ， 满 足 [an， bn] 2 [an+l， n+lj， = 1，2，…, 并 且 有 


二 oo 
lim (bn 一 an) = 0, 那么 存在 唯一 的 zo e R, 使 得 Yo € 站 [an，bn]. 
n=1 


n2+o0 

设 {zn} 是 实 或 复 点 列 ， 如 果 对 于 任意 的 。 > 0, 总 存在 自然 数 N, 当 
m，7m > N 时 ， 有 |zn 一 Im| < <, 则 称 点 列 {zn} 为 Cauchy 点 列 或 基本 
点 列 . 

定理 1.16 (完备 性 定理 ) 点 列 {zn} C R 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
于 任意 的 e > 0, 存在 自然 数 N, 当 n，m > N 时 ， 有 |zn 一 zm|<e. 

例 1.17 

(1) 设 an 是 V3 的 前 n 位 有 效 数字 ， 则 {an} 是 基本 点 列 ; 

(2) 设 zn = 二 1+1/2 十 1/3 十 … 十 1/n,n 二 1，2，…., 证 明 {zn} 
是 发 散 的 . 

证 明 (1) 因为 |ak+t 一 Qk| < (1/10)*-1, 故 对 于 任意 的 自然 数 p, 有 


ntp—1 os 
> jak+l 一 ok 和 301 


=Nn k=n 


1A 


lantp 一 an| 


1 


0.1°-1/(1 — 0.1) = 0(n 一 +oo)， 
因此 {an} 是 基本 点 列 . 
(2) 对 于 任意 的 自然 数 n, 取 m = 2n, 则 有 


1 1 1 n 
[zm — zn|= 机 十 … 十 > 二 


1 
n+l nt+2 nin ntn 2° 


于 是 如 果 取 < = 1/2, 则 不 会 存在 这 样 一 个 自然 数 N, 使 得 当 m，n > N 时 


1 
|zm— zn| < 2 

故 {zn} 不 是 基本 点 列 ， 从 而 由 完备 性 定理 知 {Zn} 发 散 . 
注 ”完备 性 定理 的 重要 性 在 于 给 出 了 判断 数列 敛 散 性 的 实际 可 行 的 办 

法 ， 而 无 需 事先 知道 极限 的 值 . 

定理 1.18 ( 列 紧 性 定理 ) 任 一 有 界 实数 列 {Zn} 必 有 收敛 的 子 列 {Zn} 
定理 1.19 (有 限 覆 盖 定 理 、 紧 性 定理 ) 设 [a，H] 是 有 界 闭 区 间 ，{(aa， 
以 ) : 入 EA} 是 一 族 开 区 间 ， 使 得 on 以 ) 2 [oa， 引 (这 时 称 此 开 区 间 


族 是 [a，H] 的 一 个 开 覆 盖 ), 则 可 从 其 中 选 出 有 限 个 开 区 间 (ax;，bi)，(aa， 
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bs)，…。 (axvyb). 使 得 Ue ba ) 2 la， 外 ( 这 有 限 个 开 区 间 称 为 
原来 开 竹 织 的 有 限 子 覆盖 ). 


51.5” 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


设 f: 一 R，r € .如 果 对 于 任意 的 < > 0, 始终 存在 6 = 
gs,T) > 0. 使 得 当 x EE 而 且 |x'-zx|<65 时 , 有 |f(z) 一 f(z)| <e, 则 
称 函数 f(z) 在 xz 点 连续 . 如 果 f(x) 在 已 的 每 一 点 上 连续 ， 则 称 了 (z) 
在 巨 上 连续 . 设 函 数 f(x) 定义 在 点 集 已 C 及 上 ， 如 果 对 于 任意 的 e > 0、 
始终 存在 $ = 6(s) > 0 (6 与 z 无 关 ), 使 得 对 于 任意 的 rz,z'e E, 只 要 它们 
满足 1x 一 了 | < 6, 就 有 | jz) 一 了 (ZY)| < =, 则 称 f(z) 在 集合 已 上 一致 
连续 . 

注 连续 性 是 局 部 定义 的 ， 即 就 是 对 每 一 点 来 定义 ， 对 任意 的 < > 0, 可 
以 找 介 一 个 6 > 0, 此 5 不 仅 与 = 有 关 ， 而 且 与 > 有 关 . 

蚜 数 f(7) 在 集合 玉 上 的 连续 性 与 一 致 连 续 性 有 所 不 同 ， 前 者 描述 消 数 
在 一 个 点 的 局 部 性 态 , 而 后 者 则 要 求 对 任意 e > 0, 对 巨 中 的 所 有 点 , 能 找到 
共同 的 5 = 6(s), 它 描述 晃 数 f(z) 在 五 上 的 整体 性 态 . 由 定义 可 以 看 出 ， 
如 果 遇 数 f(z) 在 集合 下 上 一 致 连续 ， 则 它 在 媚 上 连续 ， 但 其 逆 命题 不 成 


的 


例 1.20 

(1) 设 f(z) = 二， 巨 = (0，1), 则 f(z) 在 已 上 连续 ， 但 不 一 致 加 

(2) 上 数 f(z) = 3 cosy 在 (00, 十 00) 上 不 仅 连续 而 且 一 致 连续 . 

证 明 (1) 在 微 积分 中 已 知 此 函数 在 (0，1) 上 是 连续 的 ， 下面 证 明 它 
在 已 上 不 一 致 连续 . 取 = = 1, 对 任意 的 6 > 0, 取 自然 数 n 充分 大 ， 使 得 
iAn<5. 取 = 1/n,x = 1/2n, 则 


1 
lz-zl=1- 关 1= 坎 <5 


而 
1 二 
(2) -f= -I=In-2n|=n21. 


(2) 仅 说 明 一 致 连续 ， 因 为 
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|f(z)— f(xzo)| = 3|cosr—coszrol 
= 6| sin 工 刁 zo sin 二 本 20 | 


< 6| sin 32|< 652)=3|r -zol. 

对 于 任意 给 定 的 = > 0, 只 要 取 6 = =/3, 则 对 于 任意 的 z，zoE (一 cc,+ec)、 
只 要 它们 满足 1z 一 X01 < 6, 必 有 | f(z) - f(zo)| < =. 

定理 1.21 

(1) (有 界 性 定理 ) 闭 区 间 [lo、 廿 上 的 连续 冰 数 A(z) 一 定 有 界 ， 

(2) (最 值 定理 ) 闭 区 加 [ae， 上 的 连续 函数 f(r) 一 定 在 la， 本 上 人 有 
最 大 值 和 最 小 值 ; 

(3) ( 介 值 定理 ) 如 果 ff(z) 在 [ae， 旭 上 连续 ， 则 对 于 f(a) 和 f(b) 之 间 
的 任意 一 数 人 至 少 存在 一 点 5 € [ae， 中 , 使 得 f(€) = jp: 

(4) 如 果 f(z) 在 [la，9] 上 连续 ，M = A m= ni 
则 是 数 A(z) 的 值 域 为 Im，27]; 

(5) 如 果 f(x) 是 区 间 五 (有限 的 或 无 限 的 ， 开 的 、 闭 的 或 半 开 半 半 的 ) 
上 不 恒 等 于 常数 的 连续 因数 ， 则 f(z) 在 已 上 的 函数 值 构成 一 个 区 间 ， 

定理 1.22 (一 致 连续 定理 ) 在 闭 区 间 [a， 上 连续 的 随 数 是 一 却 连 续 


的 ， 

若 对 于 区 间 已 中 每 一 个 确定 的 x € 巨 , 函数 列 {及 } 所 对 应 的 点 列 
{f(z)} 都 收敛 于 f(x), 则 称 函数 列 {fn} 在 区 间 忆 上 收 贫 于 函数 了. 技 
数列 极限 的 定义 ， 对 任何 事先 给 定 的 = > 0, 都 存在 着 自然 数 N = N(z), 使 
得 当 n > N 时 有 ，| 反 (7Z) 一 f(z)| < e, 这 里 的 N 不 仅 与 = 有 关 ， 而 用 还 
与 确定 此 点 列 的 zx 有 关 . 

注 连续 耳 数 列 {所 } 的 极限 函数 f 不 一 定 还 是 连续 消 数 . 

例 1.23 连续 嚼 数列 户 (z) = z"，z E [0， 耻 的 极限 隔 数 不 是 连续 岗 


数 . 
证 明 容易 验证 
0，ze [0，1)， 
lim 户 (z) = lim zxn = 
mm 一 十 oo no3+20 | Bl 
所 以 极限 函数 为 


f(z) = | 0，ze [0，、1)， 


1, z=1. 
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此 极限 函数 在 z = 1 点 显然 不 连续 ， 所 以 它 在 [0，1] 上 不 连续 . 

定义 1.24 设 {fn} 是 定义 在 区 间 EE (有 限 的 或 无 限 的 ， 开 的 、 闭 的 或 
半 开 半 闭 的 ) 上 的 函数 列 ， 它 的 极限 函数 是 fj. 若 对 任何 事先 给 定 的 正 数 e， 
都 存在 着 一 个 与 x 无 关 的 自然 数 N 使 得 当 n > N 时 ,不 论 ze 互 为 何 
值 ， 都 有 | 户 (z) - flz)| < <, 则 称 {fn} 在 吾 上 一 致 收敛 于 玫 . 

注 一 致 收敛 的 几何 意义 是 : 对 于 任意 给 定 的 s > 0, 当 n 充分 大 之 后 , 曲 
线 y = 户 (z) 全 部 (不 是 曲线 的 一 段 ) 进入 带 形 区 域 f(z)-= <y < f(z)+e. 

例 1.25 ”函数 列 {fn(7) = 区] 在 区 间 [0， 上 是 一 致 收敛 
的 . 

证 明 ”很 明显 ,lim fn(z) = 0， 因 为 对 于 任意 的 ZE [0,1], 有 1+ 
m2z2 > 2nz, 这 样 就 有 

1 2n7 1 
an TH an 


0<|fn(z)—0|= fn(z) 
此 外 ,注意 到 上 述 不 等 式 右 端的 万 与 7 无关， 因此 对 于 任意 给 定 的 < > 0， 
只 要 取 N = N(e) = [去 ], 当 > NM 时 ， 只 要 ze [0，1] 就 会 有 
[jn(z) 一 01< =. 


故 数列 {fn(z)} 在 区 间 [0，1] 上 是 一 致 收敛 的 

定理 1.26 ”函数 列 { 记 (z)}，Jn(z) : 已 C 有 一 及 一 臻 收敛 于 
f(z) : 互 CR 一 及 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 给 定 的 e > 0, 始终 存在 
自然 数 使 得 当 n，m > N 时 , 对 每 一 个 EB, 恒 有 |fn(z)--fm(z)|<e 
成 立 , 

证 明 ”必要 性 ，” 设 {所 (7)} 一 致 收敛 于 f(z), 则 对 e/2 > 0, 存在 自 
然 数 no, 使 得 对 于 任意 的 TE E, 当 n，m > no 时 ， 有 


[fn(z)— jz)l<s/2， |fmn(z)— f(7)| < /2, 
因此 ， 对 于 任意 的 ze 忆 , 当 n,m > no 时 ， 恒 有 
[fa(2) — fm(z)| S| fn(z) — f(z)|+|fm(7) — f(z)| < e. 


充分 性 ”对 于 任意 给 定 的 。 > 0, 特别 当 s/2 > 0 时 ， 始 终 存在 自然 
数 no, 使 得 对 于 任意 的 自然 数 n，m > no, 只 要 了 EE 就 有 


[fa(7) — fm(z)| < </2. (1.5.1) 
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由 此 可 知 ， 对 每 一 个 固定 的 zx € 五 ,{ 思 (z)} 是 Cauchy 数列 ， 由 实数 
的 完备 性 知 ， 它 收敛 于 某 一 个 依赖 于 z 的 数 ， 此 极限 值 记 为 f(z), 从 而 有 
ml fm(7) = f(z). 在 (1.5.1) 中 令 mm 一 +oo, 那么 当 n> no 时 ， 对 
每 一 个 TE ,有 
|Jn(z)- f(z)| < a/2 <&, 

这 就 说 明了 {fn(z)} 在 忆 上 一 致 收敛 于 f(z). 

定理 1.27 设 {fn(7)} 是 [o， 引 上 的 连续 函数 序列 ， 如 果 {jn(z)} 在 
[foe， 如 上 一 致 收敛 于 函数 f(z), 则 f(z) 也 在 [a，9 上 连续 . 

证 明 对 [ce， 如 上 任意 一 点 z， 


|f(z+Az)— f(z)| < |f(z+Azr)— fn(z+Az)| 
+ |fn(z+Az)— fn(7)|+| fn(7) ~— F(z). 


对 于 任意 的 = > 0, 总 存在 自然 数 N, 当 n> N 时 ， 就 有 
If(z+Az)— fn(r+Az)|<e/3, fn(z)— f(r)| < e/3. 
由 于 fw(z) 在 z 点 连续 ， 因 此 存在 56>0, 当 |Az|<65 时 ， 有 
[fn(z + Ar)— fn(z)| < e/3. 
这 样 ， 对 于 任意 的 。> 0, 总 存在 6 > 0, 当 |Az| < 5 时 ， 始 终 成 立 
|f(z+ Az)— f(r) <e/3+e/3+e/3=€, 
这 就 说 明 f(z) 在 z 点 连续 . 


定理 1.28 设 {fn(z)} 是 [a，b] 上 的 连续 函数 列 , 车 {f(z)} 在 [a， 
上 一 致 收敛 于 f(z), 则 f(z) 在 la， 外 上 可 积 ， 而 且 


b b 
,lip Pear= 人 ye)dz 


即 就 是 可 以 在 积分 号 下 求 极限 (或 极限 号 与 积分 号 可 以 交换 次 序 ). 
证 明 由 定理 1.27 知 ， f(z) 是 连续 的 ， 因 而 在 [la4，8| 上 可 积 ， 这 样 一 
来 ， 对 任意 的 = > 0, 存在 自然 数 no, 当 n > no 时 ， 对 每 一 个 Ze [o， 吉 ， 
我 们 就 有 
1Pm(z) ~— f(z)| < e/(b— 0a), 
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因而 
| 


1IA 


站 b | b 
/ Fejase / Jr)dr| AA 


和 


时 本 
sa/ dz= ped -a)=e. 


也 就 是 说 
limn [mar=/ f(r)dz. 


n+x 
定理 1.29 (Weierstrass 多 项 式 帝 近 定理 ) 闭 区 间 [ae， 世 上 每 一 个 连续 
是 数 部 可 表示 成 某 一 多 项 式 序列 的 一 致 收 化 极限 . 


84.6 点 集 与 测度 


1. 点 集 的 概念 

定义 1.30 如果 ae 及. 则 含有 a 的 任 一 开 区 间 ， 都 称 为 点 a 的 一 个 
邻 域 . 以 a 为 中 心 ， 为 半径 的 开 区 间 (a 一 6，a 十 6) 称 为 a 的 6 邻 域 , 记 
作 B(a， 5). 

对 集合 C R 中 的 一 点 a, 如 果 有 a 的 某 个 邻 域 (a， 有 ) 使 得 a € 
(a，3) CE. 则 称 a 为 无 的 内 点 .对 巨 中 的 另 一 点 名 若 有 的 一 个 邻 域 
{a， 汶 使 得 (a， 人 ) 中 不 再 包含 瓦 的 其 他 点 ， 则 称 ! 为 五 的 孤立 点 . 对 
cER (ec 不 一 定 属于 瑟 ). 如 果 e 的 每 一 个 邻 域 中 都 含有 忆 的 无 穷 多 个 点 ， 
则 称 e 为 天 的 聚 点 . 集 巨 的 聚 点 全 体 构 成 的 集合 ， 称 为 五 的 导 集 , 记 作 
已 . 已 U 开 称 为 已 的 闭 包 , 记 作 巨 . 

出 上 面 的 知 五 C 了 的 内 点 与 孤立 点 一 定 属于 ,但 五 的 聚 点 可 以 
居于 五 . 也 可 以 不 属于 巨 . 

例 1.31 点 集 


E=(0 1)U{5+1/2n: 于 =1，2，… 小 ， 


点 0.8 是 天 的 一 个 内 点 . 万 的 内 点 集合 为 (0， 1)， 五 的 聚 点 集合 是 


[0， 可 {5}. 其 中 巨 的 聚 点 0 、1 与 5 均 不 在 巨 中 , 而 {5+1/2n: n= 
1，2，…} 都 是 巨 的 孤立 点 . 
出 定义 直接 可 知 ， 集 无 C 且 中 的 点 ， 若 按 与 忆 的 关系 来 分 ， 可 分 为 三 


类 : 一 类 是 内 点 ， 一 类 是 孤立 点 ， 另 一 类 是 介 于 这 两 种 情况 之 间 的 点 ， 在 该 
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点 任 一 邻 域 中 还 有 除 它 本 身 以 外 的 其 他 属于 马 的 点 ， 但 又 有 非 忆 的 点 ， 这 
是 五 的 一 种 特殊 的 聚 点 . 


2.， 开 集 及 其 性 质 


定义 1.32 若 点 集 已 中 的 每 一 点 都 是 互 的 内 点 ， 则 称 五 为 开 集 . 显 
然 ， 开 集中 没有 非 内 点 的 点 . 从 这 个 意义 上 讲 ， 空 集 1 是 开 集 ， 因 为 空 集 没 
有 点 ， 所 以 也 没有 非 内 点 的 点 . 

十 co 

例 1.33 实数 集 及 , 所 有 的 开 区 间 (aQ，+oo), (一 00，b), 或 出 (2m， 2n+ 
1) 等 都 是 开 集 . 

我 们 可 以 证 明 ， 无 穷 多 个 开 区 间 的 并 是 开 集 ， 反 之 ， 还 可 以 证 明 ， 任 一 
开 集 也 可 以 表示 为 有 限 个 或 可 列 个 开 区 间 的 并 ， 这 些 结论 包含 在 下 面 的 定理 
中 . 

定理 1.34 

(1) 任意 多 个 开 集 的 并 集 也 是 开 集 ; 

(2) 有 限 个 开 集 的 交集 也 是 开 集 ; 

(3) 有 界 非 空 开 集 G 可 以 表示 成 有 限 多 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 
的 并 : 

G= U(x, Bk)， 或 者 G= Ue Bk), 
k=1 
其 中 (ak，Bk)n(ay，B;) = 0(j 关上 ) 时 . 

证 明 (1) 设 Go(a e A) 是 一 组 以 A 为 指标 集 的 开 集 ， 我 们 求证 
G= 以 Ga 是 开 集 . 若 G = 0, 则 结论 显然 成 立 . 车 G 关 0, 任 取 z€G,， 
则 有 a E A, 使 rzE Gao, 又 因 Go。 是 开 集 ， 故 Z 是 Gao 的 内 点 . 
依 内 点 定义 ， 对 这 个 z 存在 着 (aq， 8) C Gao, 使 ze (a，), 也 即 有 
ze(a，p) C Gao C G, 所 以 z 也 是 G 的 内 点 . 由 z 在 G 中 的 任意 性 ， 
结论 (1) 得 证 . 

(2) 设 Gk(1 < < n) 均 为 开 集 ， 我 们 求证 G = ,人 Gk 也 是 开 集 . 车 
G = 8, 则 结论 显然 成 立 . 若 G 关 和 任 取 zEG, 则 TEGk(l1 <k<n), 于 
是 有 Zz 的 n 个 邻 域 (Qk，Bk) C Gk (k==1，2，…，n) 使 得 ZE (Qk，Bk). 
我 们 令 a = ,oe 令 8= 1 显然 (a， 有 ) = De Bk). 又 


因 ze 站 Ge=G, 故 ze (0 人) C G, 这 表明 > 是 G 的 内 点 . 由 z 在 
ra 
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G 中 的 任意 性 ， 结 论 (2) 得 证 . 

(3) 任 取 zo € Go. sa et 
(a，B) C G. 而 且 a，8 4 G. 由 开 集 的 定义 , 对 zo 点 , 存在 开 区 间 (z， 引 ， 
使 To € (T7，y) C Go 与 确定 的 To 相对 应 ， 有 无 限 多 个 这 样 的 开 区 间 ， 记 这 
些 开 区 间 的 并 为 U, 显然 U 为 一 开 区 间 , 我 们 记 为 (a， 有 ). 可 以 证 明 , 它 是 包 
含 zo 且 在 G 中 最 大 的 开 区 间 . 事实 上 , 车 (a，B) 不 是 , 则 一 定 有 (al，D) 
存在 , 使 (Ql1，B1) C G, 而 且 al < a, 或 9 > 8. 另 一 方面 ，(al， 记 1) 也 
是 含 在 G 中 且 含 有 zo 的 一 个 开 区 间 ， 应 有 (al， 有 Di) CU = (a，D), 这 个 
结论 与 al < a, 或 世 < 3 相 蔬 盾 . 

用 反 证 法 证 明 a 及 了 3&G. 若 a EG, 由 于 Qa 是 G 的 内 点 ， 便 知 
有 65>0 使 得 (a 一 6 ， a 十 0) CG, 从 而 (a 一 6，B) 也 是 一 个 含 zo 且 
在 G 中 的 开 区 间 ， 但 因 (a，8) 是 含 zo 且 在 G 中 的 最 大 开 区 间 ， 故 应 有 
(a 一 6， 8) C (qa，B), 显然 是 不 可 能 的 ， 故 a YG, 同 理 可 证 8 4 G. 具有 
上 述 性 质 的 开 区 间 (a，3) C G, 叫做 G 的 一 个 构成 区 间 . 

最 后 ， 我 们 证 明 G 等 于 它 的 所 有 构成 区 间 的 并 ， 一 方面 ，G 含有 它 的 
所 有 构成 区 间 的 并 . 另 一 方面 ，G 的 每 一 点 都 属于 它 的 一 个 构成 区 间 ， 从 而 
属于 它 的 所 有 构成 区 间 的 并 ， 所 以 G 就 等 于 它 的 所 有 构成 区 间 的 并 . G 的 
任意 两 个 构成 区 间 车 有 公共 点 ， 则 必定 重合 ， 否 则 就 不 相交 ， 因 而 G 可 以 表 
示 成 一 些 互 不 相交 的 构成 区 间 的 并 ， 每 一 个 构成 区 间 可 与 在 其 中 某 一 个 有 理 
数 相对 应 ， 不 同 的 构成 区 间 所 对 应 的 有 理 数 也 不 相同 ， 由 于 有 理 数 集 是 可 数 
集 ， 所 以 G 的 构成 区 间 的 个 数 至 多 是 可 数 的 ， (3) 证 完 . 

注 (1) 无 限 个 开 集 的 父 不 一 定 是 开 集 . 

例如 ， 从 (页 .大 = {0} 不 是 开 集 


n= 


(2) 定理 1.34 中 的 (3), 对 无 界 开 集 也 对 .这 时 构成 区 间 除 (aq，P) 型 
之 外 ， 还 可 以 是 (-c0， 十 20), 或 (0o0，Q), 或 (89，+oo). 
3. 开 集 的 测度 


我 们 将 区 间 (a，，(a， 覃 ，[a，45)，[a， 的 长 度 5 一 a, 称 为 它们 
的 测度 , 记 作 m(a，b)，m(a， 等 等 ,对 一 般 的 非 空 有 界 开 集 ， 根 据 定理 
1.34(3), 我 们 自然 可 以 用 构成 区 间 测 度 的 和 来 定义 测度 . 


定义 1.35 ” 若 开 集 G = Uen, 人 Br), 或 G= Ven, Bk), 其 中 
(Qk，Ar) 为 G 的 构成 区 间 (jr (ai, Bn 万 )= 仿 , 则 开 
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集 G 的 测度 定义 为 


nn 十 oo 
mG = (3 一 Qax)， 或 者 mG = >》 (8 一 ah). 
k=1 k=1 
例 1.36 ”上 康 托 尔 (Cantor) 开 集 Go 定义 如 下 : 将 [0，1] 三 等 分 , 去 掉 中 
间 的 开 区 间 (1/3,2/3). 将 剩 下 的 [0,1/3] 及 [2/3, 1] 各 三 等 分 , 并 各 去 掉 中 间 
的 开 区 间 (1/32, 2/32), (7/3?,8/3?), 再 将 剩 下 的 [0, 1/33]，[2/32, 1/3]，[2/3， 
7/33，[8/32,1] 各 三 等 分 并 分 别 去 掉 中 间 的 开 区 间 ( 共 四 个 ), 按 此 步骤 无 
限 做 下 去 ， 去 掉 的 所 有 这 些 开 区 间 的 并 记 作 Go. 由 定理 1.34(1) 知 Go 是 开 
集 ， 按 定义 其 测度 为 


2 -型 2 


1 
mGo=3+F+tRt "tmnt =l. 


4.， 闭 集 及 其 测度 

定义 1.37 若 忆 CR 的 余 集 EE 是 开 集 ， 则 称 已 为 闭 集 . 

例 1.38 因为 Re = 9 是 开 集 , 所 以 R 是 闭 集 . 因为 "= R 是 开 集 ， 
所 以 是 闭 集 ， 因为 [4，9]* = (-co，a) U (2，+co) 是 开 集 ， 所 以 [a， 
是 闭 集 ， 因 为 [ao，+oo)* = (-co，o) 是 开 集 ， 所 以 [o， 十 00) 是 闭 集 . 

例 1.39 实数 集 R 的 任意 有 限 子 集 都 是 闭 集 . 

证 明 设 忆 = {ak: 上 =1，2，:.…，n} 为 R 的 有 限 子 集 不 失 一 
般 性 ， 设 al < a2 <…<an, 则 


E°=(-%, a)U(a, a2) UU (an-1, an)U (an,+o00). 


由 定理 1.34(1), Ee 是 开 集 ， 所 以 已 为 闭 集 . 
例 1.40 点 列 { 击 } 不 是 闭 集 - 
证 明 设 {1/n} = 已 则 


有 十 oo 1 
Ee= G2 5 uc oo, olUa，+eo)， 
因 0€ Er, 且 0 的 任 一 邻 域 都 有 巨 中 的 点 所 以 0 不 是 Be 的 内 点 ， 故 BE* 
不 是 开 集 ， 从 而 刁 不 是 闭 集 . 

注 由 闭 集 的 定义 直接 可 知 : 闭 集 的 余 集 是 开 集 . 还 可 以 知道 ， 开 集 的 
余 集 是 闭 集 ， 事实 上 ， 若 G 为 开 集 ， 因 (G°)* = G, 故 G° 是 闭 集 . 


人 > 
0) 


05 
105 


on 
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下 面 给 出 涉及 闭 集 的 若干 命题 ， 但 略 去 其 证 明 . 

定理 1.41 已 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 巨 = . 

定理 1.42 

(1) 任何 集 妃 的 导 集 E' 是 闭 集 ; 

(2) 任何 集 刀 的 闭 包 互 是 闭 集 . 

定理 1.43 设 互 为 有 的 真子 集 则 已 为 非 空 闭 集 的 充 要 条 件 是 : 已 
中 任何 收敛 点 列 的 极限 都 在 巨 中 . 

定理 1.44 

(1) 任意 个 闭 集 的 交 为 闭 集 ; 

(2) 有 限 个 闭 集 的 并 为 闭 集 . 

对 闭 集 五, 如 果 有 闭 区 间 [wu， 串 , 使 得 下 C [a， 吴 , 而 且 ao，be FF, 则 
称 [a，5] 为 含有 闭 集 下 的 最 小 闭 区 间 . 

定理 1.45 (有 界 闭 集 的 结构 定理 ) 非 空 有 界 闭 集 五 , 假若 不 是 闭 区 间 ， 
便 是 含有 它 的 最 小 闭 区 间 除 去 一 个 非 空 开 集 . 

证 明 ”由 确 界 存在 定理 知 下 存在 上 确 界 和 下 确 界 . 令 wa= inf FB = 
sup 下， 我 们 可 以 证 明 ， 闭 区 间 [a， 人 ] 便 是 F 的 最 小 闭 区 间 ， 可 以 证 明 
a € FF, 其 实 , 若 w 人 天, 因为 a 是 下 的 下 确 界 ，a 必 是 玉 的 聚 点 ， 即 
QE ,而 下 是 闭 集 从 而 有 a € 下 ,得 出 矛盾 ， 同 理 可 证 8 EF. 于 是 有 
[a，B]\F = (a，B)\F = (a，B) n Fe, 等 式 右边 是 开 集 (a， DB) 与 开 集 
Fe 的 交 ， 故 是 一 开 集 ， 令 其 为 G, 这 样 一 来 便 有 


F=[a, 3\(la, A\F)= [a, AN\G. 


定义 1.46 设 下 为 非 空 有 界 闭 集 ，[a， 为 含有 它 的 最 小 闭 区 间 ， 
则 因为 下 = [a，B]\G (其 中 G = [a， 人 I\F 为 开 集 ) 的 原因 ， 我 们 定义 闭 
集 下 的 测度 m 下 为: 


mF=mla, BH-mG=(8-a)-mG. 


例 1.47 试 证 明 有 限 集 的 测度 是 0. 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 玉 = {a1，a2，…，an}, 其 中 a <az<……< 


n—l 
an, 最 小 闭 区 间 为 [la1，an],，G = [al，an] -三 = Ul Qk+1), 故 


nl nl 
mG= Ym(ax, arri) = 》 (ak+l 一 ak) = an 一 al 
k=1 k=1 
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所 以 ， 
mE=mlavan] -mG= (an—a)— (on ~ a)=0. 


例 1.48 令 P = [0，1]\Go, 其 中 Go 为 康 托 尔 开 集 . 因 = [0，1]n 
G6 为 两 个 闭 集 的 交集 ， 因 此 Po 是 闭 集 ， 通 常 称 为 康 托 尔 闭 集 , 试 求 Po 的 
测度 . 

解 因 避 CI[0，1] 而 且 0€ Pp，1€ Po, 故 [0，1] 为 Po 的 最 小 闭 区 
间 . 又 因 mGo=1, 故 mB=ml0,1]--mGo=1~1=0. 


5.。 有 界 可 测 集 
定义 1.49 有 界 集 忆 CR 的 外 测度 m* 巨 定 义 为 : mE= int,mG, 


其 中 G 是 包含 已 的 任意 开 集 ， 特别 地 ， 对 开 集 G 来 说 , 显然 mm*G = mG. 
有 界 集 巨 C R 的 内 测度 mm 五 定义 为 : mb pL: 其 中 五 是 被 忆 
c 


包含 的 任意 闭 集 ， 特 别 地 ， 对 闭 集 已 来 说 ， 显 然 mh, 下 = m 卫 . 当 轧 为 有 界 
集 时 ， 由 确 界 存在 性 定理 知 ， 有 下 界 的 实数 集 {mG : G 2 忆 ，G 为 开 集 } 
存在 下 确 界 ， 有 上 界 的 实数 集 {m 玉 : ”下 C 忆 ， 玉 为 闭 集 } 存在 上 确 界 ， 
所 以 对 任意 的 有 界 集 忆 , 其 外 测度 m* 已 与 内 测度 mv 互 都 存在 ， 且 满足 关 
系 0<mE<mE. 

例 1.50” 试 求 开 集 G 的 内 测度 ， 并 讨论 开 集 与 闭 集 的 可 测 性 . 

设 G = URi(ak，bk), 其 中 (ak，bk) 为 构成 区 间 (车 G 有 可 列 无 限 多 
个 构成 区 间 ， 则 证 明 类 似 ). 在 (ak， 如 ) 内 作 闭 区 间 [ok 十 访 , 姑 一 区 ](e > 0 
充分 小 ， 使 得 bk 一 ak 一 ET > 0 大 = 1 2，…， 串 ， 则 闭 集 = 


n 
U[ok+ 忘 ， 隐 一 这] 在 G 内 ， 且 
k=1 3 2 


n 


mF = >》 (全 一 中 一 关 D)= 交 0- -20 一直) 


k=1 
显然 当 < 减 小 时 ， Fn 与 m Fn 都 增 大 ， 故 
:G= F= lm mF = (bk — 
m, up lim m Et 一 GR)- 


于 是 我 们 对 任意 开 集 G, 有 mG = m* G = msG. 同样 可 以 证 明 ， 对 任意 
闭 集 玉 也 有 mF=m*FF=msF. 
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对 于 一 般 非 开 非 闭 的 集 ， 至 此 ， 只 有 内 测度 与 外 测度 的 概念 ， 并 没有 测 
度 概念 ， 若 它 的 内 、 外 测度 不 相等 ， 就 无 法 定义 测度 了 ; 若 相 等 ， 则 可 定义 
如 下 : 对 有 界 集 忆 CR, 若 m* 忆 = mE, 则 称 马 为 勒 贝 格 (Lebesgue) 
可 测 集 . 定义 m* 马 或 m, 为 书 的 勒 贝 格 测度 ， 简 称 测度 , 记 作 冯 五 . 反 
之 , 若 my 巨 < m* 也 , 则 称 万 为 不 可 测 集 据 此 可 知 ， 开 集 、 闭 集 都 是 可 测 集 . 

例 1.51 ( 非 开 、 非 闵 可 测 集 ) 讨论 [0，1] 中 有 理 数 集 Qo 的 可 测 性 . 

因为 Qo 是 可 列 集 ， 可 以 设 Qo = {a1， a2， a3，…*}.， 作 开 区 间 
(ak 一 e/24, ak 十 e/2*), 它们 的 并 仍然 是 开 集 ， 我 们 记 作 Ge, 则 有 


oo 


Ge= Ue- xt) >0. 
k=1 2 2 
从 而 
ee 
mm Co< inf (m Ge) = Jlim, (mn Ge) < dim, 学 了 = lim 2e=0. 
于 是 
0<m,Qo<m’ Yodo, 

故 m co = 二 0. 


类 似 于 以 上 的 例子 可 以 证 明 下 述 定 理 . 

定理 1.52 任意 有 界 的 可 列 集 都 是 可 测 集 并 且 测 度 为 零 . 

注 此 定理 的 逆 命题 不 成 立 . 例如 康 托 尔 闭 集 Po = [0，1]\Go, m Po = 
0, 但 Po 是 不 可 列 的 无 限 集 . 

自然 提出 这 样 的 问题 ， 是 否 存在 不 可 测 集 呢 ? 回答 是 肯定 的 ， 但 是 由 于 
可 测 集 是 如 此 之 多 ， 央 此 我 们 并 不 因为 有 不 可 测 集 而 感到 不 便 ， 当 然 ， 要 构 
造 出 一 个 不 可 测 集 的 例子 是 用 难 的 ， 此 方面 的 有 关 例 子 可 以 参考 实 分 析 的 有 
关 专著 . 

6， 无界 可 测 集 

对 于 无 界 集 ,车 它 与 任意 开 区 间 的 交 是 可 测 的 ， 则 称 已 为 可 测 集 , 定 
义 其 测度 为 

mE= mn, n)nNE). 
注 
(1) 左 界 集 的 测度 可 以 是 有 限 数 ， 也 可 以 是 十 00; 
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(2) 一 般 凡 提 到 可 测 集 ， 意 味 着 mE < +co, 或 mE = +oo， 若 
奴 已 < 二 oo, 则 称 瑟 为 有 限 可 测 集 . 若 mE = 十 co, 则 称 五 为 无 限 测度 集 . 

定理 1.53 测度 具有 以 下 的 性 质 : 

(1) 非 负 性 ， 车 巨 可 测 ， 则 mE > 0; 

(2) 单调 性 : 车 El C E2，El，E2 都 可 测 ， 则 有 mm El < m E2; 

(3) 并 、 交 、 差 运算 的 封闭 性 ”车 瑟 ，Ez 可 测 , 则 EiUE2， En 
E2， FN\E2， Ez\Ei 均 可 测 ; 

(4) 有 限 可 加 性 : 若 ，E2，:…，EEn 可 测 ， 并 且 当 i 关 j 了 时 
ENE;=0(1<i, j<n), 则 


(5) 次 可 加 性 ， ”车 El，E2，… 可 测 ， 则 


(6) 完全 可 加 性 ， 若 巨 ，E2，… 可 测 ,并且 当 i 关 j 时 有 EiNE; = 0， 
十 oo 十 oo 
m (UD 名) = mE; 
大 =1 k=1 
(7) 车 Bk C Ekt1(k 二 1，2，…), 则 有 
+oo 
m (U a) = lim mEn; 
pe noo 
(8) 若 Bk D Ekti1(k 二 1，2，…) 而 且 m El< ++0o, 则 有 


+o0 
m (i 加 三 lim mbEn. 


k=1 


则 


81.7 可 测 函 数 


1， 可 测 函 数 的 概念 


设 妃 是 玉 的 一 个 可 测 子 集 (有 界 或 无 界 ). 了 是 定义 在 已 上 的 实 函数 ， 
它 的 值 允许 取 无 穷 大 ， 设 a 是 一 个 实数 ， 定 义 忆 的 子 集 (f > ag) 为 


EU >o):={r: ze f(z)>a}=/ (a,+0%)). 
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类 似 地 可 以 定义 忆 (f > a)，E(a < f < 6) 等 . 注意 ， 这 些 集合 的 性 质 反 映 
出 函数 的 性 质 . 

定义 1.54 设 函 数 1: 忆 C R 一 ? 玉 , 其 中 已 为 可 测 集 ， 若 对 每 个 
a E R, 集合 (f > a) 均 为 可 测 集 ， 则 称 f(z) 为 定义 在 上 的 可 测 函 数 . 

例 1.55 

(1) 0 测度 集 上 的 函数 是 可 测 函 数 . 

(2) 定义 在 区 间 [0, 1] 上 的 狄 利克 雷 (Dirichlet) 函数 为 


GO { 1, zelo, lnaQ， 
0, zr€ [0 1N\Q. 


这 时 我 们 有 
[0，1], a<o0, 
E($>a)= $4 QNIo, 1), 0<a<1， 
人 a > 1. 


因为 集合 [0，1H,Qn[0，]1 ,0 都 是 可 测 集 , 因此 对 任意 的 we R, E($ > a) 
均 为 可 测 集 ， 故 %(z) 是 可 测 函 数 . 
(3) [0，i] 上 的 函数 f(z) = 2z 是 可 测 函 数 ， 此 时 


[0，1]， 1 
E(f >a)= 4 (9, Y, 0o<sa<2， 
$, a>2. 


由 此 可 以 看 出 对 任 一 a € R, E(f > a) 都 是 可 测 集 ， 因 而 f(z) 是 可 测 函 
数 . 


(4) 简单 函数 ， ”函数 ff: CR 一 2? R, 若 仅 取 有 限 个 函数 值 ， 并 
且 每 一 个 函数 值 的 逆 像 均 为 可 测 集 ， 则 称 f(z) 为 简单 函数 . 不 难 证 明 简单 
耻 数 都 是 可 测 消 数 . 

(5) 特征 函数 ，” 设 下 是 可 测 集 已 的 子 集 ， 则 称 定义 在 上 的 函数 


. reF, 
XF(7) = 
0， zeEE\F. 


第 一 章 。 实 分 析 基 础 2 


为 集 下 的 特征 函数 . 此 时 


0， a>1l， 
E(xr >a)=$4 F, 0<a<l, 
E, a<0. 


由 此 可 见 Xe(z) 为 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 下 为 媚 的 可 测 子 集 . 
注 简单 函数 总 能 用 可 测 的 特征 函数 来 线性 表示 . 


2. 可 测 函 数 的 性 质 


定理 1.56 设 f(z) 是 可 测 集 巨 上 的 可 测 话 数 , 则 对 任意 的 a，f e 有， 
集合 E(f > a); E(f =a); E(f <a); Ela < f <B); ES 
ai (a < f < 6) 都 是 可 测 集 . 

定理 1.57 设 已 C R. 是 一 可 测 集 ， 则 函数 了 : 已 一 R 可 测 的 充 要 
条 件 是 ， 对 所 有 的 a， 8, 下 列 四 类 集合 至 少 有 一 类 始终 为 可 测 集 


E(f >a，PEJS<a，EJ<a，E(a<sy<D)， 


定理 1.58 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 已 上 的 可 测 函 数 ， 则 
(1) 车 4 是 巨 的 可 测 子 集 ， 则 f(z) 也 是 4 上 的 可 测 函 数 ; 
(2) 若 函 数 g(z) 与 f(z) 在 已 上 几乎 处 处 相等 ， 则 g(z) 也 是 可 测 函 


(3) ME ) | 也 是 巨 上 的 可 测 函 数 ; 

(4) 车 g(z) 也 是 定义 在 妃 上 的 可 测 是 数 ， 则 f(z) 土 g(z), fj(z)g(z)， 
ey (g(z) 关 0) 都 是 可 测 煌 数 ; 

证 明 (1) 因为 A(f > a) = A4NE(f > a), 且 其 中 4 与 E(f >a) 
都 是 可 测 集 ， 故 其 交 也 可 测 ， 所 以 f(z) 在 4 上 是 可 测 函 数 ; 

(2) 因为 


Elg>a) = Ely>onN(E(g=f)uE(g#7)) 
(E(g>a)NE(g= f)U(E(g > ao) NE(g #7)), 


其 中 等 式 右边 的 并 中 ， 第 一 个 并 因子 E(g > a)n Elg=f)= E(f > 
al) n EB(g = 了 ), 它 是 可 测 集 已 (f > a) 与 可 测 集 (9 = f) (其 测度 与 吾 相 
同 ) 的 交 ， 故 是 可 测 集 ， 第 二 个 并 因子 El(g > Qa) Blg 关 有) 是 0 测度 集 
已 (9 天 f) 的 子 集 ， 也 是 可 测 集 ， 所 以 (g > a) 也 是 可 测 集 . 
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(3) 由 


E, a<0, 
E(lf|>a)=$ E(f >0UE(f<0), a=0, 
E(f >a)UuE(f < -a), a>d0, 


可 知 ， 对 任 一 a € R, (| f| > a) 是 可 测 集 . 
(4) 的 证 明 从 略 . 


3 可 测 函数 与 连续 函数 的 关系 
我 们 先 把 定义 在 区 间 上 的 连续 函数 概念 扩充 到 任意 集 已 C 及 上 . 
定义 1.59 对 函数 上: ECR 一 2 R,zo€ ,车 有 
imesf(z) = f(zo), 

则 称 f(z) 在 点 zo 连续 . 这 种 定义 与 下 列 (1)~(5) 分 别 等 价 : 

(1) 对 于 任意 的 < > 0. 存在 6 > 0, 使 得 当 T E 忆 而 且 |z 一 Xo|<56 
时 ， 有 |f(z) 一 f(z0)| < si 

(2) 对 于 任意 的 = > 0, 存在 6 > 0, 使 得 当 z €E ENB(zo，56) 时 ， 有 
f(z) € B(f(zo), ©); 

(3) 对 于 任意 的 = > 0, 存在 6 > 0, 使 得 EnB(zo, 5) C f71(B(f(zo)， 
6)); 

(4) 对 f(zo0) 的 任意 邻 域 (a， 5b), 存在 zo 的 某 一 邻 域 (a， D), 只 要 
TEEN(a，B), 便 有 f(z)e (a, Db); 

(5) 对 任意 的 点 列 {Zn} C 五 ,只 要 zn 一 zo(n 一 +00) 都 有 
li f(zn) = f(zo). 

按 定义 知 ， 任 何 断 数 在 其 定义 域内 的 每 一 个 孤立 点 zo 连续 ， 因 为 这 时 
只 要 6 充分 小 ， 便 有 

ENB(zo, 6) = {zo}, 

故 TE ENB(zo，6) 时 ，|f(z) 一 f(zo)l=|f(zo0)— f(zo)l=0<e, 对 
任意 的 < > 0 都 成 立 . 

若 f(z) 在 定义 域 妃 的 每 一 点 连续 ， 则 称 f(T) 是 召 上 的 连续 函数 . 
连续 函数 与 可 测 函 数 的 关系 如 下 : 

定理 1.60 ”定义 在 可 测 集 上 的 连续 函数 都 是 可 测 函 数 . 
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可 测 激 数 概念 是 否 概 括 了 所 有 沙 数 呢 ? 回 答 是 否定 的 . 

例 1.61 设 4 是 玉 中 的 不 可 测 集 , 则 4 的 特征 函数 X4(z) 是 一 个 不 
可 测 郑 数 . 

定理 1.62 ( 鲁 金 定理 ) 设 f(z) 是 忆 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函数 ， 则 

(1) 对 任 一 6 > 0, 存在 闭 子 集 Fs C E, 使 f(z) 在 Fs 上 连续 ， 而 且 
m(E\Fs) < 4; 

(2) 对 任 一 5 > 0, 存在 一 个 定义 在 已 上 的 连续 函数 g(z), 满足 mE(f 了 
9) < 6, 特别 地 ， 当 | f(z)| < M 时 ， 则 可 取 上 面 的 g(z) 满足 1g(z)| < M. 

注 此 定理 表明 ， 可 测 函 数 是 一 种 基本 上 连续 的 函数 ,定理 的 证 明 可 参 
考 其 他 实 变 函 数论 教材 ， “几乎 处 处 P” 是 指 除 一 个 零 测度 集 外 命题 已 处 
处 成 立 ，“ 几 乎 处 处 ”常用 a.e. 表示 . 比如 ， f(z) 与 g(z) 在 忆 上 几乎 处 
处 相等 是 指 在 集合 妃 上 除了 一 个 零 测 度 集 Eo 外 处 处 相等 ， 即 VYz € EE\Eo 
有 ， f(z) = g(z), 记 作 f=g ae.. 


4. 测度 收敛 的 概念 


对 函数 列 {jn(z)} 的 收敛 性 ， 现 已 学 过 的 有 (1) 抽 (7) 在 BCR 上 一 
致 收敛 于 f(z). (2) 有 (7) 在 巨 C R 上 收敛 于 f(z). (3) fn(z) 在 BCR 
上 几乎 处 处 收敛 于 f(x). 这 些 概 念 有 下 述 关 系 ， (1) 二 > (2) -一 (3). 

下 面 介绍 一 种 更 弱 的 收敛 概念 . 

定义 1.63 设 所 (T) (n= 1，2，3，…)，f(z) 都 是 可 测 集 媚 上 的 
可 测 函 数 ， 若 对 任意 给 定 的 o > 0, 都 有 


slim mE fn -fl>0o)=0, 


则 称 fn(z) 在 恕 上 依 测 度 收 伊 于 了 (2), 记 作 , lim 及 (z) = f(z)( 按 测 
度 ), 或 户 (z) 号 f(z)， 我 们 知道 ， 当 n 固定 时 ， 对 确定 的 误差 o, 将 定 
义 域 已 C 及 中 的 点 分 为 两 类 ， 一 类 使 得 | fn(z) 一 f(z)| < 0, 另 一 类 使 
得 | 及 (7) - f(z)| > a, 它们 分 别 属于 已 的 子 集 BE(| 扩 一 f|<o) 及 
(| fn 一 了 | oa). 测度 收敛 表示 第 一 个 集合 的 测度 收敛 于 m 瑟 , 第 二 个 集合 
的 测度 收敛 于 0 ( 当 n 一 十 so 时 ), 这 个 结论 对 无 论 多 么 小 的 0, 总 是 对 的 . 

注 

(1) 测度 收敛 与 其 他 收敛 的 关系 : “万 一 致 收 傅 于 了 ”一 “ 户 
收 伍 于 f ”二 > “ 所 几乎 处 处 收 分 于 六 ”; 

“ fn( 几 乎 处 处 有 限 ) 几乎 处 处 收 全 于 (几乎 处 处 有 限 )(+mE < +co) ” 
二 > “ 所 按 测度 收敛 于 / ”一 > “存在 所 的 子 列 fn, 几乎 处 处 收敛 于 f”. 
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(2) 测度 收敛 比 起 通常 的 收敛 要 弱 许 多 . 
车 m= 二 co, 则 几乎 处 处 收敛 的 函数 列 也 可 以 不 依 测度 收敛 . 
例 1.64 若 已 = (0，+co). 作 珊 数列 


其 中 n=1，2,，…. 显然 有 (7) 一 1(z EP, n 二 +00). 但 当 0<o<1 
时 ， 


E(|fa-1|>20)=(n, +%), mE(|f-1|>20)= +% /2 0(n 一 二 oo)， 


故 不 成 立 有 -> 1(n 一 +co), 即 f(T) 不 依 测度 收敛 于 1. 


81.8” 勒 贝 格 (Lebesgue ) 积分 简介 


1.。 黎 曼 (Riemann) 积分 
定义 1.65 ( 黎 曼 积分 ) 设 f(z) 在 [a， 外 上 有 定义 并 且 有 界 . 对 fo， 昌 
作 任 意 一 种 分 划 : 
A: a=xro<z<zo<.…<zni<zn 二 力 
在 每 一 子 区 间 [zk_1，Z4] 中 任 取 一 点 Ek(1 < <<n), 作 积分 和 
5 Dm A 


车 不 论 [a， 如 何 分 划 ， 也 不 论 Ek 在 [zk-1， Zk] 中 如 何 选取 ， 都 有 确定 
的 数 4 e R 存在 ， 使 得 


lim o=4, 
d(A)=0 


其 中 d( 人 A) = max{Azk}, 则 称 f(z) 在 [o， 电 上 黎 曙 可 积 , 4 称 为 黎 友 积 


分 值 , 记 作 
A= Cl f(z)dz 


b 
四 /fedaz= un De Ar 


即 有 
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定义 1.66 设 Me= sup f(z)， mx 一 ,inf ， f(x), 我们 


zE[zk—1, zx] lex-1, zx] 


称 它们 的 差 wk = Mi 一 mx 为 f(z) 在 区 间 [Zk_1，Zk] 上 的 振幅 , 称 


证 和 到 > MEATk, SA = 2 MkATk, 
k=4 k=1 
分 别 为 达 布 小 和 与 达 布 大 和 . 显然 sA 和 SA 都 与 [a，4] 的 分 划 A 有 关 . 
对 [a，40] 的 同一 分 划 AA, 显然 有 


n 
sA<So<5SA， 0<》 wkAzk= Sa 一 sA. 
k=1 


当 对 [a， 吕 | 的 分 划 越 来 越 细 时 ， SA 单调 减 小 ， 而 sa 单调 增加 ， 而 且 


Re SA = inf{ SA}, li sA = sup{sa}, 
dA 一 0 A 


0< lim wkAzk= lim (SA — saA), 
a pa ol A sa) 


mosA < < a Sa. 
定理 1.67 下 述 各 条 等 价 : 
(1) f(z) 在 [a，9 上 黎 曼 可 积 ; 


2) li = lim Sa; 
pa = 


(3) A = inf{Sa}: 
(4) ns oo wk ATk = 0. 
注 此 定理 给 出 黎 曼 积分 的 等 价 定义 ， 设 f(z) 是 定义 在 [a， 外 上 的 有 
界 函 数 ， 对 [ao, 串 作 分 划 ， 得 到 达 布 大 和 SA 与 达 布 小 和 sA, 对 一 切 可 能 的 
分 划 A, 若 有 
sup{sa} = inf{Sa}, 
A A 


则 称 f(z) 在 [e， 如 上 黎 曼 可 积 ， 其 积分 值 为 sup{sa} 或 inf{ $a}. 


2. 黎 曼 可 积 函数 类 


定理 1.68 
(1) [a,8] 上 的 连续 函数 黎 曼 可 积 ; 
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(2) 车 f(x) 在 [a, 四 上 有 界 且 至 多 有 和 有限 个 间断 点 , 则 f(z) 黎 曼 可 积 ; 
(3) [a, 5] 上 的 单调 有 界 函 数 黎 曼 可 积 . 
例 1.69 (不 可 积 隆 数 的 例子 ) 设 [0,1] 上 的 狄 利克 雷 型 函数 为 


flz) = { 3，zeQnlo.1， 
2, re€[0.1N\Q. 


对 [0，1] 作 分 划 ， 著 取 &4 为 [zk-1， zk] 中 的 有 理 数 ， 则 有 
m= f(A = 3A =3 Ar=3, 
k=1 k=1 k=1 
车 取 Ek 为 [zk-1， Zk] 中 的 无 理 数 ， 则 有 


02= > JE) AZK =2, 


k=1 
所 以 oe 不 存在 ， 由 黎 妆 积分 的 定义 1.65 直接 知 f(z) 不 可 积 . 


注 “ 黎 曼 积分 是 为 连续 函数 以 及 几乎 处 处 连续 的 函数 而 设计 的 ， 一般 
地 ， [a,9] 上 的 有 界 函 数 f(x) 黎 曼 可 税 ， 当 且 仅 当 f(z) 的 一 切 不 连续 点 集 
的 测度 是 0， 狄 利克 雷 型 销 数 所 对 应 的 曲 边 梯形 作为 R? 的 子 集 ， 应 该 在 平 
面 上 占有 一 定 的 面积 ， 若 说 它 没有 面积 ， 是 不 可 能 的 .造成 这 种 情形 的 原因 
只 能 是 主观 方面 的 ， 也 就 是 面积 的 这 种 数学 定义 方法 不 够 合理 .解决 的 办 法 
只 能 是 修正 积分 定义 ， 使 得 它 具 有 更 广泛 的 适应 性 . 

下 面 将 按照 如 下 次 序 来 介绍 勒 贝 格 积分 : (1) 有 限 可 测 集 上 有 界 可 测 函 
数 的 勒 贝 格 积分 ， (2) 有 限 可 测 集 上 无 界 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 ， (3) 无 限 
测度 集 上 可 测 也 数 的 勒 幢 格 积分 . 


3. 有 限 可 测 集 上 有 界 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 


定义 1.70 设 f(z) 为 有 限 可 测 集 巨 (mE < +o0) 上 的 有 界 函 数 ， 
对 互 作 任意 一 种 分 划 L， 也 就 是 把 集 忆 分 成 个 互 不 相交 的 可 测 子 集 
Exr(l1<k<n) 


E=[jE. ENE;=0(#j, 1<i, j&n), 
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设 Mi = sup f(2), me = nk f(D), = Me me (or 为 f(z) 在 Bh 


ZzEE: 


上 的 振幅 ). 我 们 分 别称 


n 


n 
sL = memE:, Sr= ,Mem 及， 
k=1 k=1 


为 勒 贝 格 小 和 与 勒 贝 格 大 和 . 显然 sr 和 SL 都 与 妃 的 分 法 有 关 ， 而 且 
sL < SL. 容易 知道 ,对 忆 的 分 划 越 来 越 细 时 ( 指 d(L) = ,max,{m Ek} 越 


来 越 小 时 ), SL 单调 减 小 而 sz 单调 增加 ， 而 且 


lim oS5= = inf{SL}, ee = sup{sL}. 
| 


d(L)= 
又 因为 
< 1 E.= li Si— lim Sr 一 li 4 
0 名 ns LsL)= Bo do 
故 
lim sL< lim Sr. 
do" So Se 
即 


sup{fsr} < inf{SL}. 
车 有 sup{sL} = inf{Sz}, 则 称 f(z) 在 已 上 勒 贝 格 可 积 , 称 数值 sup{sz} ( 即 
inf{SL}) 为 f(zx) 在 巨 上 的 勒 贝 格 积分 值 , 记 作 


/ram 或 四 人 rodm， 
E E 


b 
特别 地 ， 当 瑟 是 区 间 a, 机 时 ,可 记 作 /f(z) am, 在 不 会 误解 的 地 方 也 可 


b 
以 记 作 三 f(z)dz. 
例 1.71 计算 例 1.69 中 狄 利克 雷 型 函数 的 勒 中 格 积分 - 
解 对 [0，H 作 分 划 4= A1U hz, 使 得 A1 = {z: f(z) = 
3} = [0， 吕 NnQ, 使 得 A2 = {rz: flz) = ?3} = [0IN\Q. 于 是 m41= 
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0，m 42 = 1，mal = Mn = 3，m2 = M2 = 2, 对 应 这 种 分 划 的 勒 贝 格 小 
和 与 勒 贝 格 大 和 分 别 为 


ml(mA)+m2(mA2)=3x0+2x1=2, 
Mi(m Ai1) + AMz(m A2)=3x0+2x1=2, 


/ 
3 


3 


所 以 2 一 si < sup{sL} < inf{SL} < S7 =2, 故 有 sup{sL} = inf{Sz} = 


2, 即 
Df am=2 
0 


例 1.72 试 求 定义 在 有 限 可 测 集 巨 上 的 简单 函数 S(z) = 2 ck Xx (7) 
1 


的 勒 贝 格 积分 ， 其 中 已 = 已 Ek, EifNNE;=0(i#j), XPk(z) 为 Be 上 的 
特征 函数 ， Bk 为 已 的 可 酒 子 集 


解 将 已 分 划 为 已，FEo，…，En， 令 对 应 的 勒 贝 格 大 和 与 勒 贝 格 小 
和 为 87 与 si, 因为 mk = AL = ck, 故 3 一 8 一 ckm Bk, 但 是 
一 1 


s < sup{sr} < inf{SL} < $1, 


所 以 sup{sL} = inf{SL} = si, 依 定义 得 


wf S(z)dm = Tomy. 
大 =1 
定理 1.73 ” 若 有 界 函 数 f(z) 在 [ao， 旭 上 是 黎 曼 可 积 的 ， 则 它 一 定 也 
是 勒 贝 格 可 积 的 ， 并 且 有 


四 三 raaz- Df tam 


注 对 [ae， 如 上 的 有 界 函 数 来 说 ， 黎 曼 可 积 函 数 类 是 勒 贝 格 可 积 函 数 
类 的 真子 集 ， 引入 勒 贝 格 积分 后 使 得 原来 黎 曼 不 可 积 的 某 些 函数 成 为 可 积 的 
(在 勒 贝 格 积分 意义 下 ). 由 定理 还 可 知 ,计算 连续 函数 以 及 其 他 黎 曼 可 积 函数 
的 勒 贝 格 积 分 ， 也 就 是 计算 它们 的 黎 曼 积分 ,值得 指出 的 是 ， 勒 贝 格 积分 的 
重要 性 是 在 理论 上 ， 一 般 并 不 存在 计算 的 问题 . 
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定理 1.74 设 f(x) 是 定义 在 有 限 可 测 集 妃 上 的 有 界 函 数 ， 则 f(z) 勒 
贝 格 可 积 的 充 要 条 件 是 f(z) 为 互 上 的 可 测 函数 

4. 有 限 可 测 集 上 无 界 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 

以 上 讨论 的 是 有 限 可 测 集 上 有 界 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 ， 下面 将 定义 有 
限 可 测 集 上 无 界 可 测 消 数 的 勒 中 格 积分 。 我们 首先 定义 有 限 可 测 集 上 非 负 无 
界 可 测 函数 的 勒 贝 格 积分 . 

定义 1.75 (有 限 可 测 集 上 非 负 无 界 函数 的 勒 贝 格 积分 ) 设 f(z) 是 有 
限 可 测 集 巨 上 的 非 负 无 界 可 测 函 数 ， 作 有 和 界 可 测 函 数列 {fn(z)} 


i 人 
万 (z) = 
n, zeE>m)， 


则 定义 f(z) 在 巨 上 的 勒 贝 格 积分 为 
fsam = ,i ff)am. 


若 上 上 述 极限 为 有 限 值 ， 则 称 f(z) 在 忆 上 勒 由 格 可 积 , 这 时 把 这 个 极限 值 称 
为 f(z) 在 已 上 的 勒 贝 格 积分 什 

注 此 定义 对 非 负 有 界 可 测 函 数 仍然 成 立 

因 所 (zx) > 0 在 局 上 对 每 个 n 都 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 而 且 f(z) < 
(亲信 三 2 一 ) 帮手 所 (2) dm} C 愉 是 一 单调 增加 的 非 负数 
列 ， 因 此 ， 当 nn -》 +co 时 ， 其 极限 要 么 存在 ， 要 么 为 十 oo, 不 会 有 第 三 种 情 
况 发 生 ， 所 以 若 有 


/yendm < +oo， f(z)>0, 
那么 f(z) 在 已 上 一 定 勒 贝 格 可 积 . 
设 f(z) 是 有 限 可 测 集 已 上 的 无 界 可 测 函 数 ， 我 们 引入 吾 上 的 两 个 非 
负 沙 数 
fe) = LF) N+ 2), fF-(2) =3070) | (0)). 


f(r) = f+(7) — ff-(z). 


.36 应 用 汉 画 分 析 


车 片 (z) 与 广 (z) 都 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 则 称 f(z) 在 巨 上 勒 贝 格 可 积 , 并 
且 定 义 其 勒 贝 格 积分 值 为 


Df am= fram- {f(aam. 


注 上 面 的 定义 对 有 界 可 测 函 数 也 成 立 . 
定义 1.76 定义 在 区 间 [a， 如 上 的 所 有 勒 贝 格 可 积 函 数 (无 论 有 界 还 是 

无 界 ) 的 全 体 , 称 为 勒 贝 格 可 积 函 数 类 , 记 作 L1([a， 本 ), 简单 记 作 工 (la， 吕 )， 
5. 无 限 测度 集 上 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 


定义 1.77 (无 限 测度 集 上 的 勒 贝 格 积分 ) 设 已 C R 为 无 界 集 ， 并 且 
设 mB = +oo, f(z) 是 已 上 的 可 测 函 数 ， 我 们 令 An = [-n，7(n = 
1，2，… 小 当 
A 
均 为 有 限时 ， 称 f(z) 在 已 上 勒 贝 格 可 积 , 并 定义 其 积分 值 为 它们 二 者 之 
差 ， 也 即 有 
(Df fam = lim, ng (dm. 


注 (1) 由 此 定义 可 知 ， 在 无 限 测度 集 上 的 勒 贝 格 广义 积分 概念 ， 并 非 在 
无 限 区 间 上 的 黎 曼 广义 积分 概念 的 推广 . 

(2) 一 般 地 说 ，[a， 旭 上 黎 曼 可 积 函数 也 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 且 两 种 积分 
相等 . 

(3) 在 (a，b) 上 无 界 范 数 和 无 限 区 间 上 函数 的 黎 曼 广义 积分 存在 ， 不 


一 定 能 保证 是 勒 贝 格 可 积 的 . 例如 黎 曼 广义 积分 人 f(z)dz 存在 ， 有 可 
ee +eo 
能 人 17(a)1dz = +o (发 艇 ), 但 对 勒 由 格 积分 耐 言 ， ”f(z)dz 可 


+oo +oo 
积 ， 必需 有 人 f(z) dz 是 有 限 值 ， 而 且 人 |f(z)1dz < +oo. 但 如 果 


可 测 函 数 f(z) 的 绝对 值 函数 | fj(z) | 的 黎 曼 广义 积分 存在 ， 则 了 是 勒 贝 格 
可 积 的 ， 而 且 其 勒 贝 格 积分 值 等 于 其 黎 曼 广义 积分 . 
例 1.78 试 证 明 


CN (1.8.1) 
0 2 2 
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但 强 在 [0，+oo) 上 不 是 勒 员 格 可 积 的 . 
证 明 ” 作 辅助 函数 
I(a, PB)= fe ed 0 


两 边关 于 8 求 导 可 得 


饭 rag) 广 协 sz)dz 


+o0 本 
ez cosBrdr = 一 全 7 
/ ca + 有 


积分 得 
T(a,9) = arctan ~ tc 
令 8=0, 因 为 I(a,B)=0, 故 c=0, 所 以 


8 
IT(a, 8) = arctan = 
a 


取 有 =1, 令 a 一 0+, 便 得 (1.8.1) 的 证 明 . 
用 反 证 法 证 明 也 在 [0,+co) 上 不 是 勒 贝 格 可 积 的 . 设 到 2 在 
[0，+eo) 上 勒 贝 格 可 积 ， 由 绝对 可 积 性 哄 莹 必 绝对 可 积 ， 故 有 


+o0 | . to (n+l)r | si 
四 /| 中 ?lduz = 二 OO 人/ | dz 
9 rd 
to (n+DUr lsi 
三 二 9/ > | dz 
n=0 
+o0 二 
二 二 i 
0 九 下 十 工 
Sin 
三 办 +) 
二 +" 


6. 勒 贝 格 积分 的 性 质 
用 L!(E) 表示 可 测 集 已 上 所 有 勒 贝 格 可 积 函 数组 成 的 集合 . 
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定理 1.79 ( 勒 贝 格 积分 的 性 质 ) 
(1) 线性 性 质 。 设 f(z) 及 g(z) 在 可 测 集 妃 上 勒 贝 格 可 积 ，o' 8 是 
两 个 数 ， 则 af(z) 士 Bg(z) 在 集 已 上 勒 贝 格 可 积 ， 而 且 有 


erm+aoa)az-a 放 radar+8 人 sa)ar 


(2) 可 加 性 ， 
/rar 二 大 f(z)dz, 


其 中 Ek 为 的 可 测 子 集 ， = Uv Ei, EiNE;=0(i#j). 
(3) 单调 性 ， 设 f(z ) 及 g(x) 在 集 上 勒 贝 格 可 积 且 f(z) < g(x%) a.e.， 


则 有 
far fn)aa 
特别 地 ， 若 各 c < f(z) < d, 则 


cmEs /tradrsdmb. 
E 


(4) 车 f(z)， g(x) EL!(E) 是 有 界 的 ,而 且 mE< +%%, 则 f(z)g(z)， 
加 (但 if 19(z)| > 0) 车 已 上 都 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 
(5) 如 果 在 巨 上 几乎 处 处 f= 二 0. 则 


/razr= 


(6) 如 果 f(x) 是 可 测 集 巨 (有 限 可 测 或 m 巨 = 二 oo) 上 的 可 测 省 数 ， 
则 f(z) 是 勒 贝 格 可 积 的， 当 且 仅 当 | f(z) | 是 勒 贝 格 可 积 的 

(7) 如 果 (zj,g(z) e Li(E) 且 在 EE 上 f(z) = g(z) a.e., 则 两 者 的 勒 
贝 格 积分 相等 . 

(8) /alar=0. 当 县 仅 当 在 已 上 Ja)=0 oe 


(9) 如 果 F(z) e Li(E). 则 


[raaz| < falar. 
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(10) (绝对 连续 性 ) 若 f(z) e L1(E), 则 对 任意 给 定 的 =， 始终 存在 
6 > 0, 使 得 当 e C ,而且 me <6 时 , 便 有 


WGEE| < <. 
定理 1.80 设 f(z) 和 wn(z) (n= 1，2，…) 都 是 已 上 的 非 负 可 测 


二 eo 


尔 数 ， 而 f(z) = 2 un(Z). 则 


[sar= Ef wae 


+eo 
注 以 上 定理 没有 假定 7(z) 是 勒 由 格 可 积 的 . 假若 级 数 于 wz)dz 
n=1 


收敛 ， 就 可 以 断言 f(z) 可 积 ， 因 而 Ele) 几乎 处 处 有 限 . 

定理 1.81 (Levi) 设 所 (z) (n 二 1，2，.…) 是 可 测 集 厂 上 的 非 负 可 
测 孜 数 列车 

fi(z) < f(z) < f3(7) < *…, 
而 且 
im (7) = Den 
则 
人 redz 二 hip, [fedz. 

注 ”Levi 定理 中 需要 假设 一 切 良 (z) (n = 1，2，…) 均 可 积 , 当 出 现 某 

个 所 (z) 不 可 积 时 ,所 要 证 明 的 等 式 两 边 都 成 为 +o0, 当 极限 lim RACE 


太一 十 oo 
存在 时 ， 则 可 以 断言 f(z) 勒 贝 格 可 积 . 
定理 1.82 (Fatou 引 理 ) 设 f(z) (n= 1，2，…) 是 可 测 集 巨 上 的 
非 负 可 测 函 数列 ， 若 Jim fn(7z) = f(z) ae 则 


[far <sup{f fn(z) dz}. 
E n JE 


定理 1.83 ( 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ) 设 所 (z) (n = 1，2，…) 是 可 测 
集 巨 上 的 可 测 铂 数列 ，, lim 所 (7z) = f(z) a.e., 若 存在 妃 上 的 勒 贝 格 可 
积 是 数 下 (x), 使 得 


[f(z)| < F(z), n=1, 2, :…, TEE ae 
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则 f(z) 在 已 上 勒 贝 格 可 积 且 有 


加 人 pdar= 人 holdaz= 人 yendz 
注 此 定理 在 函数 论 、 微 分 方程 和 概率 论 等 学 科 有 重要 应 用 ， 勒 贝 格 积 
分 的 相关 结论 还 可 以 推广 到 多 元 函数 的 情况 . 
7。 有 界 变 差 函数 、 绝 对 连续 函数 


回顾 高 等 数学 中 微 积分 基本 定理 ， 消 数 f: [o, 中 一 R 具有 连续 的 导 消 
数 ， 当 且 仅 当 


f(t) = f(a) y+ a s)ds, 


其 中 m: [a,4] 一 RR 连续. 
为 了 将 此 基本 定理 推广 到 勒 贝 格 积分 中 ， 先 介绍 有 界 变 差 函 数 的 概念 . 
设 f(t) 是 [ob 上 的 有 限 函 数 ， 对 于 区 间 [a,4] 的 任意 一 种 分 划 


A: a=to<ti<ta<:……<tn=b, 


我 们 称 


Du- Ff (te)|, 


为 f(t) 关于 分 划 A 的 变 差 , 记 作 vs(f, 人 A). 并 且 称 sup Ve(f, A) 为 f(t) 
在 [w 如 上 的 全 变 差 , 记 作 V5(f). 当 V&(f) < +oo 时 ， 和 f(t) 是 [0 上 
的 有 界 变 差 函 数 ， 

定理 1.84 

(1) 设 f(t) 是 [ao, 世 上 的 有 界 变 差 郴 数 ， ce [a,, 则 f(t) 也 是 [ac] 
和 [c 省 On 反之 亦 然 ， 此 时 ， 有 V8(f) = ve(f) + ve(f). 

(2) 设 f(t),g(t) 是 [a.9] 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 对 于 任何 两 个 数 a, B, 则 

af 人 Et ) 是 攻 站 上 的 有 界 变 差 函 数 . 

(3) f(t) 是 [a,9] 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 当 且 仅 当 f(t) 可 以 表示 成 两 个 单 
A 

(4) 设 f(t) 是 [a,9] 上 的 单调 增加 函数 ， 则 f(t) 在 [a,9] 上 勒 贝 格 可 
积 ， 且 和 有 、 

f FOats 70 -760). 
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(5) 设 f(t) 是 [a,8] 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 则 f(t) 在 [a,8] 上 几乎 处 处 
有 有 限 导 数 用 (), 而 且 f(t) 在 [a,9] 上 勒 贝 格 可 积 . 

注 单调 函数 是 有 界 变 差 函 数 , 因此 , 有 界 变 差 函 数 不 一 定 是 连续 函数 . 
此 外 ， 连 续 函 数 也 不 一 定 是 有 界 变 差 函数 .例如 函数 


tcos¥, 0<t<1， 
f(t) = 和 
0， t=0. 


在 [0,1] 上 连续 , 我们 将 说 明 它 不 是 有 界 变 差 函数 . 如 果 取 [0, 1] 一 个 特殊 的 
分 划 ， 
1 
大 一 1 大 一 2 学 
则 


1 1 
VA) =2 +3+$+t ti ) -1 


因此 ， V8(f) = +o0. 
设 f(t) 是 [a, 昌 上 的 有 限 函数 , 如 果 对 于 任意 的 < > 0, 始终 存在 6 > 0， 
对 [a,48] 中 的 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (ak, bk)(k = 1,2,…,n), 只 


(bk 一 Qk) < 5, 就 有 


k=1 
2 fk) — flar)| < 
k=1 


则 称 f(t) 是 (a, 可 上 的 绝对 连续 函数 . 

定理 1.85 

(1) 绝对 连续 函数 必 是 一 致 连续 的 ， 并 且 两 个 绝对 连续 函数 的 和 、 差 、 
积 都 是 绝对 连续 函数 ; 

(2) [a,4] 上 的 绝对 连续 函数 是 有 界 变 差 函 数 ， 

(3) 设 f(t) 是 fa, 臣 上 的 绝对 连续 函数 ， 而 且 f(t) 的 导 函 数 f(t) 几 
乎 处 处 为 零 ， 则 f(t) 为 常数 ， 

(4) 设 f(D 是 fa, 避 上 的 勒 由 格 可 积 函数 ， 则 不 定 积分 f(s) ds +c 
为 绝对 连续 函数 ; , 

(5) 如 果 f(#) 在 [@, 外 上 勒 贝 格 可 积 ， 则 生 / f(s)ds = f(t) 在 [a,4 
上 上 几乎 处 处 威 立 ; 
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(6) [a, 如 上 的 函数 f(t) 为 绝对 连续 函数 ， 当 且 仅 当 存在 勒 贝 格 可 积 函 
数 p(t) 满足 下 式 


f(t) = f(a) + 厂 p(s) ds. 


8. Hoélder 与 Minkowski 不 等 式 


设 已 C R. 是 可 测 集 ，1 <p<+oo, 当 + 当 =1. 若 ulz) 是 巨 上 的 可 
测 函 数 ， 而 且 ju(z)|? 在 上 是 勒 贝 格 可 积 ， 则 称 u(z) 是 已 上 的 刀 次 需 可 
积 函 数 . 已 上 的 了 次 宠 可 积 函数 全 体 记 作 L?(E). 

定理 1.86 

(1) 三 角 不 等 式 ， 对 任意 的 Zz，y EC, 有 |z+y|<1zl+|yl, 申 此 
可 以 推出 ，||z| 一 |yl| < 1x 一 yl. 它 可 以 推广 到 有 限 多 个 复数 的 情况 ， 


[rit+zat+rn| < zil+ lz2l+.*+ lrnl. 


(2) 对 任意 的 TZ，y E C, 我 们 有 


_lz+y| lzl bl 
1+|zr+y|l 1+|z| 1+|y| 


(3) Young 不 等 式 ， 设 p>1， $+3=1, a >>0，b>0, 则 有 


a? bs 
ab< 一 二 一 . 
p 9 


证 明 仅 证 (3). 在 平面 上 由 方程 y = zz-1 所 定义 的 曲线 在 [0，a] 上 
围 成 曲 边 梯形 的 面积 为 
f ide= Cm 
0 卫 
另 一 方面 ， 将 此 曲线 用 x = y?-1 来 表示 ， 在 y 轴 的 区 间 [0， 忠 上 曲 边 梯 形 


的 面积 为 
b bq 
e- = 一 
人 ydr 


ap ， 妨 
db 
Pp 9 


因而 
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定理 1.87 (级 数 形式 的 H5lder 不 等 式 ) 设 > 1， 才 + 二 = 1 zx € 
C, 则 有 
十 oo +o0 lp [+o 1/g 
ams Ete] | I : 
k=1 人 =1 ==] 
若 当 大 > NN 时 zk = yk = 0. 即 得 有 限 和 的 形式 ， 当 右边 两 个 级 数 收 全 时 ， 
可 推出 左边 的 级 数 收 全 


证 明 令 
ak = Izxl Tp = 一 | 办 十 
ED 全 in 
这 样 一 来 便 有 3 
Dri=1, Doe=1 
k=1 ==1 
由 Young 不 等 式 ， 得 
ar 9 
axkbk < -到 十 不， 
n Taw Db 证 
Darbk < i+ = -+-=1. 
总 7 4 P 9 
从 而 有 
忆 Te 
n 1/P n lg < 
人 全 im 站 (全 由 
k=1 k=1 
故 


1/9 


n n 1/P n 
lanls (三 im 站 (El) 
k=1 k=1 k=1 


当 右 边 两 个 级 数 收 化 时 ， 令 n 一 十 co, 即 得 证 - 
定理 1.88 (积分 形式 的 Hilder 不 等 式 ) 设 pP>1，1/p+1/g= 
1, z(t)€ L?(E), yt) € L(E), 则 z(t) y(t) e LI(E), 而 且 


/azowoldrs (fa0pad)™ (fluorat) 


本 应 用 泛 函 分 析 


证 明 不 妨 假设 
/lzW Par>o, fv Part>o. 
因为 如 果 
/lzW Pat=0, 
E 
则 由 积分 的 性 质 z(t) = 0 a.e., 不 等 式 显然 成 立 .， 令 
|z(t)| Be Ivy)| 


~ (fa Jp 上” (fv) 


利用 Young 不 等 式 得 
|z(b| 1 人 (| Iz() 二 12 人 的 上 


(fn pad) (f vo red) , Pd a lv hat 


两 边 积分 得 
AE t)ldt 


1 
(fread) Tr pa “ < 万 


定理 1.89 (级 数 形式 的 Minkowski 不 等 式 ) 设 1<p< +co, 则 对 于 
任意 的 复数 Zk， 有 


1/p +oo 1/P +o0 1/P 
(Siartur) < (Slar) + (Siur) : 
大 一 k=1 k=1 


当 右边 的 两 个 级 数 收敛 时 , 可 推出 左边 的 级 数 收 敛 . 当 k > n 时 zk = yk 二 0， 
即 得 有 限 和 的 形式 . 
证 明 p=1 时 显然 成 立 现 设 p>1. 


Clr tup 


3 


< De lalt lar tp 
k=1 
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n 1/9 7 mm 1/p 
入 | zk + [人 | zk 站 
k=1 


k=1 


n lg /fn 
+ (El " 
kl k=1 


hm 1/9 n 1/p n 1/p 
(Slatur) (Er) + (lur) | 
k=1 二 1 大 一 1 


n lg 
两 边 同时 除 以 【 站 [zk 十 灵 中】 “， 即 可 得 到 结论 


定理 1.90 (积分 形式 的 Minkowski 不 等 式 ) 设 p>1, 当 z(t), y(t)e 
ZL?(E) 时 ， 有 Z(t) 十 y(t) €E L?(E), 而 且 


(f+ Pra) < (fre) + (fvorad) 


81.9 ”拓扑 空间 简介 


本 节 介 绍 拓扑 空间 的 概念 ， 它 为 在 大 范围 分 析 问题 提供 了 一 个 适当 的 空 
间 框 架 ， 以 后 要 介绍 的 距离 空间 、 Banach 空间 和 Hilbert 空间 等 都 是 拓扑 
空间 . 

定义 1.91 设 X 是 一 个 非 空 的 集合 ，7T 是 XX 的 一 些 子 集 构成 的 非 空 
族 ， 如 果 7 满足 下 述 三 个 条 件 : 

(1) Er,XET; 

(2) 如 果 {Ua} C7, 则 UUa eri 


I 人 


1/p 


(3) 如 果 {Uk: 下 二 1，2，……， 站 cr 则 明 Uk ET. 
=l 


则 称 7 是 X 上 的 一 个 拓扑 . 

定义 1.92 如 果 7 为 关上 的 拓扑 ， 则 (X,7) 叫做 拓扑 空间 . 通常 ， 
在 拓扑 已 被 理解 的 情况 下 ， (六 ,7) 可 以 简单 记 作 苹 . 7 中 的 元 素 叫做 关 的 
开 集 . 开 集 的 余 集 叫做 闭 集 . 一 个 集合 4C X 的 内 部 是 包含 在 4 内 的 最 
大 开 集 ， 一 个 集合 4C 区 的 闭 包 所 是 包含 4 的 最 小 闭 集 一 个 点 EX 
的 邻 域 是 指 包 含 z 的 开 集 . 

定义 1.93” 设 (X,r) 是 拓扑 空间 ， YY 是 关 的 非 空子 集 ， 定义 o := 
{GNY : Ger7}, 则 (Y.o) 是 拓扑 空间 ， 叫 做 (XX,7) 的 子 空间 ,o 叫做 
T 的 子 拓扑 . 
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定义 1.94 设 (X.r) 是 拓扑 空间 ， 如 果 X 不 能 分 解 成 两 个 非 空 而 又 
互 不 相交 的 闭 集 的 并 ， 则 称 X 是 连通 的 . 如 果 六 的 子 集 4 作为 X 的 子 空 
间 是 连 道 的 ， 则 称 4 是 太 的 连通 子 集 . 如 果 4 是 X 的 极 大 连 道子 集 ( 即 
A 是 连通 的 , 车 B 是 X 的 连通 子 集 , 而 且 A4C B, 则 4 = B), 我 们 就 说 4 
是 X 的 一 个 连通 分 支 . 如 果 对 于 X 中 任意 不 同 的 两 点 都 有 不 相交 的 邻 域 ， 
则 称 X 为 Hausdorff 空间 . 

定义 1.95 设 (X.r) 和 (Yo) 为 折 扑 空间 ， 映 射 了 : 六 一 称 为 
连续 的 , 是 指 对 任 一 开 集 1 C Y. V 的 原 像 f+(V) 为 X 的 开 集 ， 或 者 等 
价 地 说 ， 对 任 一 闭 集 政 CY, f-1( 玉 ) 为 X 的 闭 集 . 当 Y = R (或 C) 时 ， 
映射 又 叫做 实 函 数 或 复 函 数 . X 上 的 连续 范 数 的 全 体 记 作 C(X). 

定义 1.96 设 (X.r) 是 拓扑 空间 ， 4 C X, 如 果 存 在 一 族 开 集 {Ua}， 
使 得 

UU 2 4. 


则 {U6} 称 为 4 的 开 覆 盖 . 如 果 4 的 任 一 开 覆 益 总 有 一 个 有 限 的 子 覆 益 ， 
则 4 称 为 紧 集 . 如 果 X 自己 是 紧 集 ， 则 称 X 为 紧 拓扑 空间 . 

注 紧 集 的 闭 子 集 也 是 紧 集 ， 单 点 集 永 远 是 紧 集 ， 但 不 一 定 是 闭 集 ， 在 
Hausdorf 空间 中 ， 紧 集 一 定 是 闭 集 ， 当 然 ， 单 点 集 一 定 是 闭 集 . 

定义 1.97 设 (X.r) 为 拓扑 空间 ， 如 果 对 于 X 的 任意 一 对 互 不 相交 
的 闭 集 总 能 被 一 对 互 不 相交 的 开 集 所 分 离 ， 也 就 是 说 车 A4，B 为 闭 集 并 且 
ANB=0, 则 存在 开 集 U、V. 使 得 4cCU，BcCV, 而 且 UNV=) 那 
么 ， 太 叫做 正规 的 拓扑 空间 . 

定理 1.98 ”设立 为 正规 的 拓扑 空间 ， 忆 和 下 为 六 的 闭 集 ， 而 且 
ENF = 49, 则 存在 一 个 连续 函数 f : X 一 [0， 引 , 使 得 


f(x) 0, ZE 五 ， 
7z)= 
bE、 


定理 1.99 设 义 是 下 规 的 拓扑 空间 ， 世 是 X 的 闭 子 集 ，f : ER 
是 有 界 连续 孙 数 ， 则 存在 有 界 连续 函数 下 : 一 RR 满足 

(1) F(z)= f(x*), Vv re€E; 

(2) sup{| F(z)|: zr€X}=sup{|f(z)|: ze 五 }. 


第 二 章 距离 空间 


距离 空间 是 实 直 线 及 . 的 推广 ， 它 在 无 限 维 分 析 一 一 泛 函 分 析 一 一 中 
的 地 位 和 作用 类 似 于 高 等 数学 中 的 实 直线 及 . 距离 空间 对 数学 和 工程 中 各 种 
不 同 问题 统一 处 理 提供 了 基础 . 

本 章 主要 介绍 距离 空间 的 概念 和 性 质 , 在 此 基础 上 研究 空间 的 可 分 性 、 完 
备 性 、 列 紧 性 , 紧 性 与 全 有 界 性 等 概念 . 其 次 , 介绍 压缩 映射 的 概念 、Banach 
不 动 点 定理 及 其 在 几 个 重要 方面 的 应 用 ， 此 定理 不 仅 给 出 了 不 动 点 的 存在 性 
和 唯一 性 ， 也 给 出 了 不 动 点 的 达 代 过 程 和 误差 估计 .最 后 介绍 分 形 几何 中 分 

形 空间 的 建立 过 程 及 拼图 定理 等 ， 以 此 领会 泛 郴 分 析 的 基本 思想 及 其 处 理 问 
题 的 方法 . 


$2.1 ”距离 空间 的 定义 


定义 2.1 设 X 是 非 空 集合 ， 对 于 X 中 任意 的 两 个 元 素 x 与 y, 按 某 
一 法 则 都 对 应 唯一 的 实数 d(x,y), 而 且 满足 下 述 三 条 公理 ， 

(1) 非 负 性 d(x,y) > 0; d(z,y) = 0, 当 且 仅 当 z= 多; 

(2) 对 称 性 : d(x.y) = d(y, 7); 

(3) 三 角 不 等 式 ， ”对 于 任意 的 YJ，y，z EX, 恒 有 


d(z,y) < d(z,z) + d(y, 2). 


则 称 d(z,y) 为 xz 与 y 的 距离 , 并 称 X 是 以 d 为 距离 的 距离 空间 , 记 作 
( 义 ,d). 通常 ， 在 距离 已 被 理解 的 情况 下 ， (X,d) 可 以 简单 记 作 六 . X 中 的 
元 素 称 为 X 中 的 点 . 

定义 2.2 ” 设 (X,d) 是 一 个 距离 空间 ， 如 果 对 于 X 中 的 非 空子 集 M， 
仍 以 X 上 的 距离 d 作为 M 上 的 距离 ， 则 M 也 是 距离 空间 ， 它 称 为 X 的 
子 空间 , 记 作 (M,d) C (X,d). 

例 2.3 设 久 = R, 其 中 R 是 全 体 实数 构成 的 集合 ， 技 照 距离 


d(x,y) := |7 — yl|, vrI, yEX, 


形成 距离 空间 (及 .qd). 一 般 地 , 设 久 是 RR a 对 任意 的 
ZX，Yy EX,d(z,y) := 17 一 yl. 则 (XX,d) 构成 距离 空 
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例 2.4 设 X= R", 对 于 任意 的 T= (zl，z2，.…，zn)，21 一 


(加 ，y2，…，yn) E 了". 按照 距离 
di(z.y) := 记 1** 一 浆 | 
re 1/2 
de) = (le) 
大 一 1 
do(z,y) := max | zk — yk |. 


分 别 形成 距离 空间 (R”,di), (R",d2) 和 (R”, dw). 
例 2.5 序列 空间 (1, di) 是 距离 空间 ， 其 中 


十 oo 
ai 全 : 了 = (ZI1，2Z2， “iy Phy 0) lal < to). 


k=1 
对 于 任意 的 了 = (z1，z2，… 小 = ( 轨 ，VY2，…) EU, 141 上 的 距离 di 定 
义 为 
十 oo 
dr, 人) := > |zk 一 名 | 
k= 
例 2.6 ”序列 空间 (2,d2) 是 距离 空间 ， 其 中 


2 .= 二 Ep dy 2 
Pm ey SP sb, )， Dlzxl < 十 coy. 


k=1 


对 于 任意 的 z = (ZT1，Zz2，…),y = (加 ，y2，…) EL2, 1? 上 的 距离 定义 


为 
十 co 
da(z,y) := [zk — yk |2. 
k=1 


例 2.7 有 界 序列 空间 (1>, do) 是 距离 空间 ， 其 中 
1 := {rz: z= (zl1，Z2，…，Zk,"…) 是 有 界 点 列 } 
对 于 任意 的 = (ZI]，7T2，…),y 二 (WW， 如 ，…) ell, ie 上 的 距离 定 
义 为 
dx(7,Yy) := sup [zk — yrl. 
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注 类 似 地 可 以 得 到 距离 空间 (1?, dp)(1 < p < +oo). 
例 2.8 有限 闭 区 间 [o， 媳 上 的 全 体 连 续 函 数 构成 的 空间 C([c， 趾 ). 
在 C([ae， 相 ) 上 可 以 引入 如 下 几 个 距离 : 


b 
dp9 := 110 -glat. 


b ip 
dp(f,9) := ( f 10 -900 pa 
deo(f.9) := max | f(t) — g(t) |. 
te[a,b] 
分 别 形成 距离 空间 (C([a，),d1),，(C([a, 9]),dp),(C([a, b)), de) 
类 似 地 ， 对 于 有 界 连 通 开 区 域  C R", 可 以 定义 距离 空间 (C(), di)， 
(C(),dp)， (C(O), doo), 其 中 全 表示 Q 的 闭 包 C(O) 表示 名 上 全 体 连 续 
函数 构成 的 集合 ， 它 们 的 距离 分 别 定义 为 


a(9) = | 110 -oan. 


1/i 
sg = (LD -sd Pan) ， 
dos(f.9) := sup| f(D) -gf 
ten 


其 中 ，dQ =dtidt2… dtn, t= (t,t2,， ……, tn). 
例 2.9 设 C*([la，) 表示 闭 区 间 [o， 刀 上 的 具有 直到 友 (E > 1) 阶 
连续 导数 的 函数 全 体 ， 对 于 f，g E Ck([ao， 有 中), 定义 它们 之 间 的 距离 为 


大 
王 人 ol) 
d(f,9) : Cabalf (t) — g(t) |. 
类 似 地 也 可 以 定义 距离 空间 Ck(9), 在 其 上 引入 下 面 的 距离 ， 


df9) := 二 ID-9Gh 


0<lal<k 


oll f(y, ta, +, tn) 
(D°f)(t) = Ot D?f(t) = /(0), 
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0 有 
D=(D1, D». :1…. D,). Ds se: j=1, 2, ,nn. 
多 重 指标 a 是 由 非 负 整数 作为 分 昌 构 成 的 向 量 ， 即 
a=(a，o2.、…，an)， lal= > ai， ai 二 0. 
i=1 


这 些 空间 具有 如 下 的 包含 关系 ， 
LP! C IP2; 
“CCK(a db) Cc Cr-1(la.b) Cc::.C Clla,d)) 
CLX(la,bl) c Lea. bl) Cc Lri(la,bl) C:.: C Li(la,b)); 


其 中 1< pi< po < 十 20.[a. 量 为 有 界 闭 区 间 . 

注 ”对 于 任何 一 个 非 空 集合 ， 我 们 都 可 以 定义 距离 。 一 般 来 说 ， 定 义 距 
离 的 方式 不 是 唯一 的 ， 人 们 应 当 根 据 该 集合 (研究 对 象 ) 的 特点 适当 地 引进 距 
离 以 便 充 分 反映 这 些 特点 ， 只 有 这 样 ， 在 理论 上 或 应 用 中 才 有 较 大 的 意义 . 


82.2 ”距离 空间 中 的 极限 


定义 2.10 设 T1，72，… 是 距离 空间 (X,d) 中 的 一 个 点 列 ， zo 是 
X 中 一 个 确定 的 点 . 若 对 于 任意 给 定 的 正 数 =, 总 存在 自然 数 NN, 当 n> NN 
时 始终 有 : ”d(xn.z0) < =. 即 im dzn, To) = 0, 则 称 点 列 {Zn} 收 
敛 于 zo, 或 者 等 价 地 说 zo 是 {Zn} 的 极限 , 记 作 nl mn 三 Z0, 或 者 
Tn — To(n 一 十 co). 

注 若 一 个 非 空 集合 中 定义 了 两 个 或 两 个 以 上 的 距 扇 ， 那 么 由 它们 导出 
的 收敛 性 可 以 一 致 也 可 以 不 一 致 

定理 2.11 

(1) 若 距离 空间 (X.d) 中 的 点 列 {zn} 和 {yn} 满足 zn 一 工 和 加 一 
y(n oa +0). Wd(zn, yn) 2 dr.Y) (n= +00); 

(2) 车 距离 空间 (XX.d) 中 的 点 列 {Zn} 收敛 ， 则 极限 是 唯一 的 . 

证 明 (1) 车 zn 天 人 (Pn 一 十 oo). 加 一 y(n 一 十 00), 根据 距离 的 
三 角 不 等 式 有 


d(z.xn) + d(Tn.y) 
dlz.zn) + d(zn, Yn) + d(yn, Y). 


d(x.y) 


IA IA 
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从 而 ， 
d(x,y) — dlrn, Yn) < d(z, Ln) + d(yn, Y). 
互 换 (z,y) 和 (Zn,yn) 的 位 置 就 会 得 到 


d(zn, yn) — dr,Yy) < dz rn) + d(yn, Y). 
因此 ， 
[dlr,y) — d(zn,yn)| < d(x zn) + dyn,y) 一 0 一 二 oo)， 


(2) 假若 {zn} 有 两 个 极限 点 zl 和 zx2, 则 d(z1, 232) < dzbzn) 十 
dznyza) 二 0, 从 而 ，d(ztza) = 0. 因此 ， 由 距离 的 非 负 性 知 zl = z2. 此 
即 说 明 极限 点 是 唯一 的 . 

例 2.12 考察 Fn 空间 中 的 点 列 zk = (z 的 ，z 和 ，…，zg) EE" 
二 1，2，…. 对 任意 了 = (T1222 Tn)， Y= (WY1, Y2, Yn) € 


FF”, 根据 
n 1 
sen Em- 


知道 dz(Tk,y) -一 0( 人 一 十 co), 当 且 仅 当 


/2 


d(zk,Y) = (二 — 0(k = +00), 


当 且 仅 当 


ZO) yk to0), i=1, 2, en. 


也 就 是 说 ，(F",d2) 中 点 列 的 收敛 等 价 于 按 坐 标 收敛 . 
例 2.13 1? 空间 . 


WP := {(zl1，z2，…) : Fz < +oo， rk EF, k=1, 2,.…}, 
k=1 
对 任意 工 = (ZT1，Z2，…)，Y = ( 轨 ， 加 ，…) EP, 我 们 定义 距离 为 


十 oo lp 
dp(z.9) := | 17 — Yr B 
一 


则 (1P, dp) 为 距离 空间 
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证 明 ”距离 公理 中 的 (1)、(2) 是 显然 的 ， 对 (3) 的 证 明 如 下 : 对 任意 
并 = (Z1，272，…)， = (2， ==( 2，22，…) E 1P, 我们 有 


+oc ip 
d(x,y) = 于 ”xn] 


k=1 


+x 1/p 
= Se — 2k) + (2k — Yk) 


k=1 


十 xc 
这 [Ek 


k=1 


1/P 


I 人 


十 oo Up 
丰 EI- 
k=1 


| 


d(x.2) + d(z,y), 


其 中 第 三 个 不 等 号 利用 了 Minkowski 不 等 式 . 
注 (1) 设 zo = (zs 
2Z = (zi，z2，…，ZK、…) ELP. 芳 mr 一 zz(n 一 十 0o0), 也 就 是 说 


+ 1/p 
d(rn, 2) = 阳 | ze — zk 中 — 0 (n= +00), 
人 =1 


则 必定 有 zx 一 zk (全 co)， 大 = 1，2，…… 
反之 未 必 成 立 . 取 rn = ((1/m)IP，…，(L/m)MP,0，0，… 小 于 = 
Ni 
n 个 
1 2, = (0，0，…), 则 zn，z EE 1D, 而 且 Zz 一 > z=0(n 二 
+00)， 上 二 1，2，…, 但 是 


1/P 


+o0 1/P n 
d(zn,7) = 匡 lz 中 = | 站 =1/30(n 一 +oo)， 
大 一 1 一 1 


故 IP 中 点 列 的 收敛 不 等 价 于 按 举 标 收 生 . 

(2) 设 mm (z 四 ，z 四 ，.…) e 1P，n 二 1，2，…, 则 在 1? 中 
Zn 一 ”TO 一 十 co), 当 且 仅 当 

(i) 对 于 任意 的 人 .zt 一 zk (n 全 二 ooji 

(站 对 于 任意 给 定 的 = > 0, 始终 存在 自然 数 N(e), 当 尺 > N(e) 时 ， 
对 任意 的 自然 数 n 有 


十 cc lp 
详 lx"™ 中 <s. 
i 二 
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例 2.14 考察 距离 空间 (C(Ia， 相 ), do). 设 {fn} 是 C([a， 丁 ) 中 的 点 
列 ，f Ee C(fae， 如 ), 在 距离 空间 (C([e， 中 ),d-) 中 万 一 Fn 一 +oo)， 
当 且 仅 当 dso( 扩 ,了 ) 一 0(n 一 +co), 当 且 仅 当 对 任意 给 定 的 = > 0, 始终 存 
在 自然 数 N, 当 n > N 时 始终 有 dso( 扩 ,了 ) < =. 但 因 


dy (fa.f)= max |fn(t) ~ f(t)|<e 


a<t<b 


= h(t) — f(t)| < se, vtela, 中 


故 户 -一 了 0 一 十 co), 当 且 仪 当 卫 数列 {fn(t)} 一 致 收 仇 于 f(t). 
例 2.15 考察 C([-1，]) 中 的 函数 列 { 入]}: 
0, -1<t<-1/n, 
一 t < 0， 
(= nt+l l/n<t< 
—nt+l1, 0<t<1/n, 
0, l/n<t<l1. 


因为 | 
di(fa,0) = J ,mat = 0. 


因此 ， 在 距离 空间 (C([-1，]]),di) 中 一 0. 但 因 
do(fn.0)=1 VY n=1, 2, ，…. 


所 以 在 距离 空间 (C([-1，1j),d-) 中 fh 力 0. 

例 2.16 设 L?([a，) 表示 [ao， 刀 上 上 了 次 窜 勒 贝 格 可 积 函 数 的 全 体 , 并 
且 把 几乎 处 处 机 等 的 函数 看 成 是 同一 个 函数 , 对 于 任意 的 f，g € ZP([fo， 十 )， 
定义 下 述 距 离 : 


pb 1/P 
d(f,9) := [六 re-somal ，p> 1 


则 ZP([e， 引 ) 构成 一 个 距离 空间 ， 称 之 为 p 次 畴 可 积 函 数 空间 . 
注 若 户 je 严 (ao 吉 : 当 于 一 +oo 时 ， 访 一 了 是 指 


号 1/p 
df 用 = I/ (fa(t) = f(t) Pad 一 0(n 一 +00). 
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万 (t 的 这 种 收敛 称 为 p 次 圭 平 均 收 敛 ， 特别 地 ， 当 p = 2 时 ， 我 们 称 
万 伯 ) 平 均 收敛 于 f(t), 它 的 物理 意义 是 按 能 量 收敛 . 按 这 种 收敛 并 不 一 定 能 
得 到 f(t) 逐 点 收 和 敛 于 f(t), 但 是 必定 存在 子 序列 {f(t)}, 使 得 户 (二 
f(t) (n 一 +2o). 
例 2.17 设 s 表示 一 切 数列 的 全 体 ， 对 于 z = (z1，7T2，…)，Yy = 
(V1，VY2，…*) E s, 定义 下 述 距离 : 
Ec 


a zk 一 大 | 
全 TT 


则 s 是 一 个 距离 空间 . 
证 明 距离 公理 中 的 (1) 、 (2) 是 明显 的 ， 下 面 仅 证 明 (3). 令 f(t) = 
车; 则 对 任意 的 +> 0, 有 1) = 让 二 和 7 之 0 所 以 当 上 >0 时 7 


单调 增加 ， 因 |a 十 中 < 1a| 十 151, 故 有 


lat+b| lal+1b| 
I+la+6b| > 1+lal+|bl| 
al 
1+lal+|b| 1+lal+i16! 
la 16) 
< T+lalt THT 


利用 以 上 不 等 式 我 们 可 以 得 到 


十 oo 
1 _ | 区 二 名 | 
RS 2 1+|zx— yrl 
k=12 
1 |(zk— zr)+ (zk— yl 


- 沁 1+ (zr — 3) + (zk — yr)| 


> 3 |zk — zk| 1 |zx—ykl 
~ E21+|ze -| 2*1+|zk— yr 


= d(r.:)+d(y.z) 


因此 ， d(x.y) < d(x.:)+d(y,:). 
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注 设 rna= (zt，zg0，.…)，z= (Zz1，z2，:…) € s, 则 在 s 中 ， 


Tn — 7 (no +o0), 


bE [zt 一 zk 
4 一 一 0(n 一 十 oo)， 
1 半 1+lzoo 一 zkl 
a ee), k=1, 2, ., 


后 > zn 按 晨 标 收 伍 于 z. 


82.3 ”距离 空间 中 的 开 集 、 闭 集 


类 似 于 平常 的 几何 术语 ， 本 节 在 一 般 的 距离 空间 X 中 给 出 开 球 、 闭 球 、 
球面 、 开 集 、 闭 集 等 概念 , 对 X 中 点 集 的 构造 给 出 某 种 形象 化 的 描述 , 所 述 内 
容 对 于 整个 泛 函 分 析 都 是 很 基本 的 . 但 应 注意 ,由 于 给 定 的 非 空 集合 X 的 任 
意 性 以 及 在 X 上 定义 距离 的 多 样 性 ， 与 Euclid 空间 的 情形 相 比 ， 这 些 概念 

的 引入 包含 了 更 加 丰富 和 更 加 深刻 的 内 容 . 一 方面 要 注意 这 些 内 容 与 Euclid 
空间 情形 的 共同 点 ， 更 要 注意 它们 的 不 同 点 .最 应 理解 的 是 :这些 概 念 都 离 
不 开 预 先 定义 的 距离 . 

定义 2.18 设 (X,d) 是 距离 空间 ， zo € X，7 > 0, 称 蔷 中 的 点 集 


B,(r0) = B(zo,r) := {rEX: dzzol)<r rE€X), 
为 以 zo 为 中 心 ， 以 7 为 半径 的 开 球 , 而 称 
瓦 (zo) = B(xzo,r) := {rz: d(z,70) <r, rt €X)}, 


为 以 zo 为 中 心 ， 以 7 为 半径 的 闭 球 . 开 球 B(7T0) 也 称 为 zo 的 了 邻 域 . 六 
中 以 zo 点 为 中 心 和 以 7 > 0 为 半径 的 球面 定义 为 


Sr(zo) = S(zo,r) := {zr EX: d(z,zx0)=7, z€X)}. 


设 (X,d) 是 距离 空间 并 且 4CX， zeEG. 若 存在 Br(z) C A, 则 称 z 为 
入 的 内 点 . 用 委 记 A 的 内 点 全 体 ， 称 它 为 4 的 内 部 . 车 4 中 的 每 一 点 都 
是 它 的 内 点 ， 则 称 4 是 X 中 的 开 集 . 
注 ” 空 集 8 与 距离 空间 X 都 是 开 集 . 
下 面 研究 开 集 的 性 质 . 
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定理 2.19 

(1) 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 ; 

(2) 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 . 

注 (1) 无 限 多 个 开 集 的 安 未 必 为 开 集 ; 

(2) 车 天 = [a，. 对 于 任意 的 zx， E X, 定义 距离 为 。 d(z,y) := 
Iz 一 yl 则 六 为 R 的 于 空间 ， 而且 a 是 空间 (X,d) 中 点 集 fo， 如 的 内 
: 间 (Rd) 中 点 集 [a， 相 的 内 点 . 对 于 空间 (fa，9],q), [a， 可 
是 开 集 ， 但 在 空间 (R.d) 内 ， [a， 引 只 能 是 闭 集 ， 而 不 是 开 集 ; 

(3) 任何 距离 空间 部 是 拓扑 空间 ， 其 中 的 拓扑 (所 有 开 集 构成 的 集合 ) 称 
为 距离 拓扑 . 

定义 2.20” 设 (六 .d) 是 距离 空间 并 且 4 C XX. 车 A := XX\A 为 开 
集 ， 则 称 4 为 X 的 闭 集 . 由 De Morgan 对 偶 性 知 0，X 为 闭 集 . 

定理 2.21 

(1) 4 是 开 集 ， 当 且 仅 当 4 = 

(2) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 

(3) ”任意 多 个 闭 集 的 交集 为 闭 集 . 

定义 2.22 设 (六,d) 是 距离 空间 且 A C X,4 天 0，zoEeX. 车 对 任 
意 的 正 数 7. 在 zo 的 7 分 域 B.(T0) 中 总 有 属于 4 而 异 于 zo 的 点 ， 则 称 
T0 为 4 的 聚 点 或 极限 点 . 

定理 2.23 设 (X.d) 是 距离 空间 且 4 C X, 则 4 为 闭 集 ， 当 且 仅 当 
4 的 聚 点 部 在 4 内 . 

定义 2.24 ” 设 (X.d) 是 距离 空间 并 且 4 C X, 4 和 外 则 4 的 所 有 
聚 点 构成 的 集合 称 为 4 的 导 集 , 记 作 A', 称 4U4' 为 4 的 闭 包 , 记 作 及 4， 
即 万 = 4U4. 令 84= 耻 4, 称 它 为 4 的 边界 若 存在 X 中 的 开 球 
Br(zo), 使 得 A C 万 (zo), 则 称 4 为 有 界 集 . 称 d(4) := sup{d(z,y) : 
Vz，yeE4} 为 4 的 直径 如果 4CX 的 直径 d4) < +oo 则 4 
是 有 界 集 . 设 (X,d) 是 距离 空间 且 4 C X， 4 承 8， zo € 和 则 称 
dzo,4) := inf{fd(zo,z): VIE 有 A} 为 点 zo 到 集合 4 的 距离 . 若 zoE 4 
但 不 是 4 的 聚 点 , 则 称 ro 为 4 的 孤立 点 . 设 (X,d) 是 距离 空间 且 A C X， 
ZT0 EX. 若 存在 zo 的 某 个 邻 域 B.(7T0) 使 得 Br(zojn4 = 由 则 称 zo 为 4 
的 外 点 . 

注 4 为 X 中 的 闭 集 4 4= 直 < 若 {zoc4，zn 一 Zu 一 
+oo), 则 ze4. 

同一 概念 可 以 从 不 同 角 度 来 刻画 . 下面 以 闭 包 为 例 加 以 说 明 . 
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定理 2.25 ” 设 (X,d) 是 距离 空间 并 且 4 C XX, 4 关 0，zo E XX, 则 以 
下 条 件 等 价 : 

(1) zo € A; 

(2) ro€E AUA'’; 

(3) 存在 点 列 {zn} C 4, 使 得 zn 一 zo (n 一 十 00); 

(4) d(z0, 4) =0. 

例 2.26 设 久 =R，4 = {1， 雪 ，…}, 对 任意 的 Z，y € XX, 定义 
它们 的 距离 为 d(z,y) := |z 一 y|, 则 X 按照 d 为 一 距离 空间 而 且 是 R 的 
子 空间 ， 对 每 个 自然 数 n 去 都 是 4 的 孤立 点 ，0 是 4 的 聚 点 ， 但 不 属于 
A. 设 B= (0，1], 则 闭 区 间 [0， 耻 中 的 一 切 点 都 是 B 的 聚 点 ，(0，1) 中 


例 2.27 设 X={0，1，2，… 小 对 任意 的 z，yYEX, 它们 的 距离 
定义 为 dz,y) := |z 一 外 X 按 照 d 为 一 距离 空间 而 且 是 及 的 子 空间 ， XX 
中 的 一 切 点 都 是 它 的 孤立 点 ， 当 然 也 是 它 的 内 点 . 

例 2.28 设 X={0，1、 2，… 小 


d(r.y) := { 
,TAFY. 


X 中 的 每 个 点 既是 它 的 内 点 也 是 它 的 孤立 点 . 每 个 单元 素 集 同时 是 开 集 与 闭 
集 . 

例 2.29 设 久 = (0，1]U[2，3), 对 于 任意 的 Zz，y € 六 ,定义 距离 
为 d(z,9) := |z 一 y|, 因此 六 为 R 的 子 空间 ，(0，1] 及 [2，3) 既是 入 
的 开 集 并 且 是 闭 集 ， X 中 以 1 为 中 心 以 志 为 半径 的 开 球 是 区 间 ( 雪 ，1]. 


8$2.4 ”稠密 性 与 可 分 性 


定义 2.30 设 4，B 都 是 距离 空间 (X,d) 的 两 个 集合 . 如 果 有 4 二 XX, 则 
称 4 为 X 中 的 稠密 集 . 如 果 甩 DB, 就 称 A 在 B 中 稠密 .车 4cCBcC A， 
则 称 A 为 B 的 稠密 子 集 . 

A 在 B 中 稠密 ， 当 且 仅 当下 述 三 个 条 件 中 任意 一 条 成 立 

(1) “对 于 任意 的 ze B 以 及 任意 的 = > 0, 存在 4 中 的 点 y 使 得 
d(z,y) < si; 

(2) 对 于 任 给 的 = > 0. 以 A 中 的 每 个 点 为 中 心 ， 以 = 为 半径 的 全 部 开 
球 的 并 包含 B; 
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(3) 对 于 任意 的 ze B. 存在 4 中 的 点 列 {zn} 收敛 于 z. 

注 在 稠密 性 的 定义 中 ， 4 不 必 包 含 在 B 中 甚至 不 必 与 BB 相交 . 

定义 2.31 距离 空间 X 称 为 可 分 的 , 是 指 在 X 中 存在 一 个 稠密 的 可 
数 子 集 ， 4 CX 称 为 可 分 的 , 若 4 本 身 作为 距离 空间 是 可 分 的 . 

例 2.32 空间 (R", dz) 中 有 理 点 的 全 体 在 (及 ", dz) 中 稠密 .。 (R", d2) 
是 可 分 的 . 

证 明 要 证 明 (R",d2) 可 分 ， 只 需 找 出 子 集 MM 使 得 M 满足 

(1) A7 可 数 ; 

(2) A 在 R" 中 稠密 . 

取 


M={(rl ra 7 fn); mEQ, i=1 2, 7, n}. 


因 有 理 数 集 Q 为 可 数 集 ， 故 a 是 可 数 集 . 
下 而 证 明 A 在 R" 中 稠密 ， 即 证 明 对 于 R” 中 任意 一 点 z= (z1，72， 
， Zn): 有 


rg = 7), ri), ,rH) EM k=1 2, ., 


使 得 六 -人 ,出 有 理 数 集 Q 在 实数 集 及 中 的 稠密 性 知 , 对 每 一 个 实数 zi 存 
在 有 理 数 点 列 7 入 ,使 得 对 于 任意 的 i 二 1,2,…,n 都 有 ，r 一 > zi (一 
十 so). 于 是 对 于 任意 的 自然 数 大 得 到 M 中 的 点 列 ，7k = (7 由，r 多 )，…， 
7 的 ). 现 证 它 收 伍 于 xz、 对 于 任意 的 = > 0, 由 于 7 一 zi (k 一 +oo)， 对 
丁 =s/vVma > 0. 恒 存 在 Ki > 0. 当 大 > Ki 时 ， 有 


加 -al< 二， 和 
取 开 = max{ 天 1， 天 2，…:， 天 nj}, 当天 > 太 时 , 对 于 i=1，2, …, nn 


有 |7 一 zi| < /Vn 因此 


| 3 
d(rk;z) = \2 -zil? < 一 = e. 
i=1 


即 rk 一 xz(k -> 十 o0). 所 以 31 在 Rn 中 稠密 ， 从 而 知 (R"™, d2) 是 可 分 
人 
例 2.33 ”空间 (1?, dp) 是 可 分 的 . 
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证 明 设 
M:={r rm rm 0 777): reQi=1l 2, …，m muEN)]. 
很 明显 MM 是 可 数 的 .下 而 证 明 Ar 在 Il? 中 稠密 .我 们 仅 需 证 明 对 于 任意 点 
ZT 二 (ZT1，Z2，……*) € 1?, 工 的 任意 & 邻 域 内 包含 M 的 元 素 7 即 可 .因为 
二 ee 
TE€lP, 所 以 站 [zil? < 二 2o. 故 对 于 任意 的 s > 0, 存在 自然 数 no, 使 得 
i=1 


+ co 


ep 
2 [zil? < 本 ， 
i=no+1 
对 如 此 选 定 的 自然 数 no, 对 于 no 个 实数 zl，zr2，…:，zno, 取 no 个 有 理 
数 点 列 7 ,使 得 7 一 zi (及 -十 00), i 二 1，2，…，no, 因此 ， 存 在 
自然 数 天 , 使 得 当 大 > 天 时 ， 对 于 i 二 1，2，…，no, 有 


{1 三 
1 -< 
从 而 订 
尖 |_ap< 
k=1 
仿 7) 二 (rr 0， EMCIP, 则 
Le 二 oo UP 
dz) = [Dr eit 3 lrip 
i=1 1 一 mo 十 1 


< (sp/2+sp/2)MP = e， 


这 说 明 在 z 的 = 邻 域内 必 包 含 M 中 的 点 ， 故 M 在 1P 中 稠密 ， 也 就 是 说 书 
有 一 个 可 数 稠密 子 集 ， 因 此 ， (1?, dp) 是 可 分 的 . 

例 2.34 空间 (C([la， 相 ), dx) 是 可 分 的 . 

证 明 设 


na- 人 位 se reEQ, k=0, 1, 1, n, n=0, 1, 2, 小 
k=0 
显然 ，Po 是 可 数 集 . 要 证 明 (C([a， 冲 ), dso) 可 分 , 只 需 证 明 PB 在 Cl([a，9]) 


中 稠密 .在 C([a， 相 ) 中 任 取 一 元 素 z(), 对 任意 的 < > 0, 由 Weierstrass 
定理 知 ， 恒 存在 多 项 式 pe(t) € P, 使 得 


dz) = ma 17*() ~ pe(W 1 < 3 
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对 如 此 取 定 的 多 项 式 p=(). 由 于 有 理 数 在 实数 中 稠密 ， 故 可 以 找到 一 个 以 有 
埋 数 为 系数 的 多 项 式 po(1) € Po, 使 得 


d(pe, po) = Es ln) 一 pe 人 (| < 


这 样 一 米 ,对 于 C([la，4) 中 的 任意 元 素 x 与 任意 的 < > 0, 恒 存在 po € Po， 
使 得 


dl po) < dlr. pe) + dpe.p0) < 3 + 3 = 


7 存 C([a， 丁 ) 中 稠密 ， 从 而 (C([a， 蛋 ), dw) 可 分 . 

注 可 分 概念 是 与 距离 、 集 合 有 关 的 .对 于 同一 集合 ， 若 定义 的 距离 不 
同 ， 它 在 一 种 距离 下 可 分 ， 而 在 另 一 种 距离 下 就 不 一 定 是 可 分 的 . 

例 2.35 设 X= [0，1]. 对 任意 的 z，y E [0，1], 定义 它们 之 间 的 


距离 如 下 : 
0, I=y, 

da 人 (2.4.1) 
1 IAAY, 


则 (六.d) 是 一 个 距离 空间 ， 但 不 是 可 分 的 . 
证 明 反 证 法 . 假若 (XX.d) 可 分 ， 则 存在 可 数 子 集 8 = {21， 7z2，，… 省 


在 X 中 稠密 ， 因 为 对 于 任意 的 6 > 0， Uv B(xn,6) DX, 特别 取 6 = 1/3， 
下 面 说 明 这 是 不 可 能 的 ， 事实 上 ， 巾 于 X= [0， 旨 不 可 数 ， 那 么 在 可 数 个 
球 B(zn,1/3) (n = 1，2.，…-) 中 至 少 有 一 个 球 妃 (zno,1/3) 中 含有 六 
的 两 个 不 同 点 ?7，y, 即 TY yE€ B(xrno.1/3). 而 且 X 关 Yy. 又 因为 


| a 
d(x,y) < d(x. rn0) + d(znosy) < 3 tal 


这 与 了 关 y 时 ，d(zx,y) = 1 相 矛 盾 ， 因 此 X = [0，1] 在 距离 (2.4.1) 下 不 
是 可 分 的 . 


$2.5 ”距离 空间 的 完备 性 


定义 2.36( 完 备 性 ) ”距离 空间 (X,d) 中 的 点 列 {Zn}, 称 为 Cauchy 
点 列 或 基本 点 列 是 指 ， 对 于 任意 给 定 的 。 > 0, 始终 存在 自然 数 六, 使 得 当 
Mm，n > NN 时 ，d(zm,zn) < =. 或 者 等 价 地 说 ， 当 m，n 一 +oo 时 ， 
d(zn, zm) 一 0. 若 距离 空间 (XX,d) 中 的 每 一 个 基本 点 列 都 收 和 分 于 ( 义 ,d) 中 
的 某 一 元 素 ， 则 称 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 - 
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定理 2.37 设 (XX,d) 是 完备 的 距离 空间 ， 而 且 M C X, 则 (MM,4d) 完 
备 的 充分 和 必要 条 件 是 3 为 X 中 的 闭 集 . 

证 明 ”必要 性 的 证 明 . 设 MM 为 鲜 中 的 完备 子 空间 ， {zn} 为 M 中 的 
收 傅 点 列 ， 不 妨 假 定 当 n 一 +oc 时 ，zn 一 7, 则 {zn} 必定 是 M 中 的 基 
本 点 列 ， 由 A 的 完备 性 知 ， 存 在 VE 人 ,使 得 当 n 一 +oo 时 ， Zn 一 了 了 Vy 
由 极限 的 唯一 性 可 知 ， 二 yE MM, 故 MM 是 闭 的 . 

下 面 来 证 明 充 分 性 . 设 1 为 天 的 闭 子 集 ， 而 且 {zn} 为 M 中 的 基本 
点 列 , 则 {zn} 也 是 XX 中 的 基本 点 列 . 由 于 X 是 完备 的 , 所 以 , 存在 ZE XX， 
而 且 zn 一 》 rtn 一 十 C0). 考虑 到 M 为 闭 集 ， 故 ze M. 因此 ， RM 是 完 
备 的 . 

定理 2.38 ”距离 空间 中 的 任 一 收敛 点 列 必 是 基本 点 列 ， 但 基本 点 列 未 
必 是 收敛 点 列 . 

证 明 设 zn 一 3 Zo (7 一 +oo), 则 对 于 任意 给 定 的 = > 0, 始终 存在 自 
然 数 N, 只 要 n> N 就 有 ，d(znyzo) < =/2. 任 取 m > NN, 同 理 也 有 ， 
d(zmyZ0) < =/2, 因此 ， 当 m,n >> 入 时 ， 有 


E 
d(xn, Tm) Srnszo) 十 以 zovzm)<< 避 十 


5 = 
故 收敛 点 列 必 为 基本 点 列 ， 反 之 未 必 为 真 ， 

例 2.39 取 X = R\{0}, 其 距离 为 通常 的 距离 ， 则 {1/n} 是 (X,d) 
中 的 基本 点 列 ， 但 它 在 (X,d) 中 没有 极限 . 

证 明 ”因为 


1 11 
d(zn, zm) = |— — | 一 0 (n,m +00), 


所 以 {1/n} 是 (六 ,qd) 中 的 基本 点 列 ， 但 它 在 (X,d) 中 没有 极限 ， 故 {1/n} 
不 是 收敛 点 列 - 

例 2.40 设 X= 和，2，3}，d(z, 胃 ) =|z 一 让, 则 (Xd) 是 完备 的 
距离 空间 . 

证 明 设 {zn} 为 (X,d) 中 的 基本 点 列 ， 则 {zn} 从 某 一 项 开始 必 有 相 
同 的 某 元 素 . 取 < = 雪 , 则 存在 自然 数 N, 当 m，m > N 时 ，|zm 一 zn| < 雪 . 
由 于 zn 只 可 能 是 1，2，3 三 个 数 ， 而 任何 两 数 之 差 的 绝对 值 均 不 小 于 1， 
可 见 ， 为 了 使 得 从 第 N 项 以 后 两 项 之 差 的 绝对 值 小 于 雪 , 只 有 zn (n > N) 
必 为 同一 个 数 ， 因 此 ， zn 一 Zn 一 十 00). 这 表明 (X,d) 中 的 任何 基本 
点 列 在 (XX,d) 中 都 有 极限 ， 故 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 . 
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例 2.41 (1) (R".d2) 是 完备 的 距离 空间 ; 

(2) (C".qd2) 、L? 和 LP([a.9])(p > 1) 都 是 完备 的 距离 空间 . 

证 明 仅 给 出 (1) 的 证 明 ， 要 证 明 (R",d2) 是 完备 的 距离 空间 ， 就 是 要 
证 明 任 何 基本 点 列 都 是 收 化 点 列 . 

设 {zk} 是 (Rn,da) 中 的 基本 点 列 ，zk = (z 的 ，z 多 ,zko)， 因此 ， 
对 于 任意 给 定 的 = > 0, 始终 存在 自然 数 N. 当 my， 大 > N 时 ， 有 


d(zm.zk) = \ zf 一 (|2 <e. (2.5.1) 
i=1 
由 上 式 ， 对 = 1，2，…，n. 只要 my， 有 > N, 就 有 |zf) 一 z 多 | < e. 
这 表明 对 于 任意 的 i 二 1，2，…，n, {zf9} 皆 为 基本 点 列 ， a RR 的 
完备 性 可 知 ， 对 干 任意 的 i 二 1，2.，…，n， im a ) -zi 由 此 就 确定 


了 元 素 z7 = (21.72，….an). 在 (2.5.1) 式 中 令 m 一 二 co, 可 以 得 到 


d(xzk.7) -| — Zil? <e. 


这 就 说 明 ， 对 于 任意 给 定 的 = > 0, 始终 存在 白 然 数 N, 只 要 > 入 , 就 有 
dlzhyz) < e. 故 工 为 {Zk} 的 极限 点 ,因而 ，(R",d2) 是 完备 的 距离 空间 . 
例 2.42 空间 (C([a.]).dx) 是 完备 的 距离 空间 . 
证 明 设 {zn(t)} C Co) 是 (C([a, 外 ),doo) 中 的 基本 点 列 ， 则 对 于 
任意 给 定 的 = > 0, 始终 存在 自然 数 N, 使 得 当 m，n > 六 时， 就 有 


d(zm, zn) = DS ml!) — zn(t)| < e， 


即 对 于 任意 给 定 的 te [o, 避 , 部 有 |zm(t) 一 zn(t)| < =. 这 就 是 函数 列 {zn(t)} 
一 致 收敛 的 充分 和 必要 条 件 ， 故 存在 函数 z(t), 使 得 当 寻 一 十 co 时 ， zn(t) 
在 [a,] 上 一 致 收敛 于 z(t). 根据 有 界 闭 区间 上 连续 函数 列 {znf{t)} 一 致 收 
敛 时 必定 收敛 于 连续 冰 数 知道 ，z(t) < C([a, 问 ), 从 而 (C([a, 冲 ), doo) 完备 . 

注 “Cla,i) 按照 距离 dx 是 一 个 完备 的 距离 空间 ， 但 是 按照 距离 di 
所 构成 的 距离 空 人 

例 2.43 (C([a, 如 ),@) 不 是 完备 的 距离 空间 

证 明 人 沿 关 (C([a, 四 ), di) 不 是 完备 的 , 只 需 在 (C([o, 如 )， 
di) 中 找 出 一 个 基本 点 列 ， 使 它 在 (C([a, 是 ),d1) 中 没有 极限 就 可 以 了 .在 
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C([a, 趾 ) 中 选取 下 面 的 函数 列 : 首先 ,在 (a,5) 中 任意 取 定 一 点 c, 例如 选取 


c= 二 (a 十 b)/2, 定义 


PA} 


a<t<e- 寺 ， 

cc 一直 <t<ct 去 ， 
1 

ctin<t<b 


其 次 , 证 明 {zn} 是 (C([o. 名 ), di) 中 的 基本 点 列 ， 事 实 上 ， 设 m > n, 考虑 


到 


d(zm, zn) = mg — zn(Dldt 


二 一 一 0(m， 


故 {zn} 是 基本 点 列 . 


2 [ou 28 -koatr 太 0 al 一 o)dt 


n +00), 


下 面 证 明 C([a, 争 ) 中 的 任何 元 素 都 不 可 能 是 {zn} 的 极限 ， 事实 上 ， 若 
ZE C([a, 有 ) 是 {zn} 的 极限 ， 则 有 由 (zanz) 一 2 0(n 一 十 00), 但 是 


di(rn,T 


+/, Iza(t) — z()ldt 


J er {ut 


;= lzn(t) — z(t)ldt 


3 a0 -0a [oe 


lzn(t) — z(t)| dt 


~ jst) = zt) tf, |1-z(t)|dt. 


考虑 到 当 nn 一 十 oo 时 ， 有 由 (znyz) 一 》 0, 故 


c b 
f hrztWlat=0, fh-zWlat=0. 


Z(t) 的 连续 性 知 ,在 ja,cl 上 z(t) 三 1, 在 [c,6] 上 


lim z(t) = 一 1， 
tac™ 


- T(t) 三 1, 而 


un t)= 
0 
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这 与 z( 区 在“ 0 故 C([la. 旭 ) 中 的 任何 元 素 都 不 可 能 是 {zn} 
的 极限 ， 因 此 ， (C([a. 9]).di) 是 不 完备 的 . 

ee 5 间 是 大 量 存在 的 ， 但 每 一 个 不 完备 的 空间 都 可 以 扩大 成 
完备 空间 ， 比 如 有 理 数 全 体 Q 作为 及 . 的 下 要是 不 天 de 
将 Q 扩大 成 完备 的 距离 空间 R, 即 在 Q 中 加 入 新 元 素 (无 理 数 ), 使 它 
新 的 距离 空间 R 而 且 Q 看 R 中 稠密 . 

定义 2.44 设 (X.d). ( 误 . 团 是 两 个 距离 空间 ， 若 存在 X 到 这 上 的 
一 一 映射 工 . 使 得 对 于 任意 的 zx，y EX 都 有 ，d(Tzx,Ty) = d(z, 切 . 则 称 
距离 空间 (X.d) 与 ( 立 .d) 等 距 同 构 . 这 个 映射 了 称 为 等 距 同 构 映射 . 

定义 2.45 设 (六 .d). (六 .中 都 是 距离 空间 ， ( 义 ,d) 是 完备 的 ， 若 叉 
中 包含 一 X0, 而 且 (Xo0.d) 与 (X,d) 等 距 同 构 ， 则 称 距离 空间 
(六 ,四 是 (六.d) 的 完备 化 空间 . 

定理 2.46 在 等 距 同 构 意 义 下 ， 每 一 个 距离 空间 (X,d) 都 有 唯一 的 完 
备 化 空间 (六 .d. 

例 2.47 距离 空间 (Q.d) 的 完备 化 空间 是 (R,d). 


$2.6 ”Baire 定理 


设 (XX.d) 是 一 个 完备 的 距离 空间 ， 扫 是 义 中 满足 某 一 条 件 PP 的 对 象 
之 全 体 . 很 外间 广 的 问题 是 ， 满足 条 件 PP 的 对 象 在 X 中 具有 一 般 性 吗 ? 首 
要 的 问题 是 选择 一 种 恰 3 八神 式 擅 术 斋 有 性 和 一 和 性. Baire 第 一 类 型 集 和 
第 二 类 型 集 的 概念 也 许 是 一 种 恰当 的 选择 . 

定义 2.48 设 (XX.d) 为 一 距离 空间 ， 4 是 六 的 子 集 . 如 果 4 在 所 
的 任何 一 个 非 空 开 集中 均 不 筒 密 ， 则 称 4 为 稀疏 集 , 等 价 地 说 4 为 稀疏 集 
是 指 : 2 0. 

设 4 为 距离 空间 X 的 了 集 . 如 果 4 可 以 表示 成 至 多 可 列 个 稀疏 集 的 
并 ， 则 称 4 是 第 一 类 型 集 . 凡 不 是 第 一 类 型 的 集 均 称 为 第 二 类 型 集 . 

例 2.49 

(1) 空间 有"” 中 的 任 一 有 限 子 集 是 稀疏 集 . 特别 地 ， 任 一 单元 素 集 是 稀 
玖 集 ， 故 R” 中 的 任 一 可 数 集 是 第 一 类 型 的 . 

(2) 设 针 = {1,2,…-}. d(x,y) = |z 一 yl. 因为 B(x,1/2) = {7x}, 故 
{7} 在 B(x,1/2) 中 秽 密 ， 于 是 {7} 不 是 稀 朴 集 ， 因 此， 包含 在 {z} 中 的 任 
一 稀疏 集 必 为 空 集 ， 如 果 {x} 是 可 数 个 稀疏 集 的 并 ， 则 {z} 必 为 空 集 ， 这 样 
就 产生 了 矛盾. 因此， {x} 为 第 二 类 型 集 . 
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定理 2.50 距离 空间 (X,d) 的 子 集 4 为 稀疏 集 的 充分 必要 条 件 是 对 任 
意 开 球 B,(z0). 存在 另 一 个 含 于 B.(zo) 中 的 开 球 Bs(yo) 使 得 


ANBs(yo) = 由 


证 明 ”必要 性 的 证 明 。 ” 设 4 是 稀疏 集 ， 则 4 在 开 球 B.(zo) 中 不 稠 
密 ， 于 是 存在 yo € Br(z0) 以 及 以 yo 为 中 心 的 开 球 Bs(yo) C Br(zo) 使 得 
Bs(yo) 与 4 不 相交 , 即 AN Bs(yo) = 9. 

下 面 证 明 充 分 性 ， ”假若 定理 中 条 件 成 立 ， 则 4 在 任 一 非 空 开 球 中 不 
稠密 ， 因 此 4 是 稀疏 集 . 

定理 2.51 ( 闭 球 套 定理 ) 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 , Kn = 万 (zwrn) 
是 X 中 的 一 列 闭 球 ， 满 足 Kl D K2 D … 2 Kn .…, 车 球 的 半径 rn 构 
成 的 序列 {ra} 一 0(n -” 十 o0)， 则 有 唯一 的 点 zo 含 于 所 有 的 球 中 ， 即 
ToE€E 广 Kn. 

证 明 分 三 步 来 证 明 . 

(1) 证 明 球 心 序列 {zn} 是 基本 列 ， 对 任意 给 定 的 m > n 有 ， zm E 
Km C Kn, 即 有 d(xzm,ZTn) < rn 当 m，m 一 十 oo 时 ， 由 Tn 一? 0, 就 会 
有 dlzmyzn) 一 2 0, 此 即 说 明 {zn} 是 基本 点 列 ， 因 为 X 是 完备 的 ， 故 存 
在 zo € XXX, 使 得 zn 一 2 To (7 一 十 oo). 

(2) 证 明 zo E 从 及 。 任意 取 定 一 个 闭 球 Kn 因为 Kn 2 Kn+1 D… 


故 Zntp E Kn (p 三 1，2，…), 因而 点 列 Tn，Zn+1，… 也 收敛 于 ro, 同 
时 考虑 到 An 为 团 集 ， 故 zo E Kn. 注意 到 n 是 任意 选取 的 ， 因 此 对 任何 自 
oo 


然 数 n, 都 有 zo E Ks 也 就 是 有 zo E 全 K's. 


本 二 


(3) 证 明 唯 一 性 ， 若 除 点 zo 外 还 有 m € 人 Kn, 由 于 
d(x', x0) < d(x zn) + d(zn, To0) < 2rn — 0 (no +00), 


所 以 ， dfz',zo) = 0, 从 而 z' = Zo. 

注 此 定理 的 逆 命题 也 是 对 的 ， 即 如 果 距 离 空间 (X, d) 中 任 一 半径 趋 于 
零 的 闭 球 套 都 有 非 空 的 奖 ， 则 空间 (X,d) 是 完备 的 . 

定理 2.52 (Baire 岗 定理 ) 完备 的 距离 空间 是 第 二 类 型 集 . 

注 ”Baire 岗 定理 也 有 以 下 描述 : 设 4 是 完备 的 距离 空间 (X,d) 中 的 
第 一 类 型 集 ， 则 有 
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(1) A=0. 下 =X: 

(2) A 是 第 二 类 型 集 . 

完备 的 距离 空间 中 的 第 一 类 型 集 和 第 一 类 型 集 主 要 用 来 描述 稀有 性 和 一 
般 性 ， 这 在 应 用 中 是 很 有 意义 的 ， 应 用 Baire 定理 时 主要 的 问题 是 适当 地 构 
造 某 个 第 一 类 型 集 ， 下 面 将 着 重 说 明 该 方法 的 主要 思路 ， 但 略 去 个 别 推导 细 
节 . 

例 2.53 在 C([0.1]) 中 具有 无 限 全 变 苏 的 函数 集合 V 是 非 空 的 . 更 确 
切 地 说 V 的 余 集 V* 是 第 一 类 型 的 . 

(C([0.1).d-) 是 一 个 完备 的 距离 空间 . 令 4= {fe C([0,1]): V3(7) 
< +o0}, 其 中 V8(f) 表示 昭 数 有 在 区 间 [0,1] 上 的 全 变 差 .我 们 仅 需 说 明 
4 是 C([0.1]) 中 的 第 一 类 型 集 ， 为 此 ， 对 于 任意 的 自然 数 n, 令 An = {f € 
C((0,1]): Vi(f) <n}, 则 A=UAn, 仅 需 说 明 An 是 C([0, ) 中 的 稀 政 
集 ， 容 易 证 明 4 是 闭 集 ， 所 以 仅 需 证 明 4s= 0, 即 就 是 说 芍 = C(lo,1])， 
这 等 价 于 证 明 每 个 fe C([0.1) 可 以 用 48 中 的 函数 一 致 通 近 ， 因 为 48 = 
{f ecl(0.U): ”V8(f) > nn}. 故 仅 需 证 明 对 于 每 个 fe C([0,1]) 可 以 用 
ey A 致 逼近 ， 当然， 这 可 以 用 振动 足够 快 的 锯齿 形 郴 
数 来 实现 . 

例 2.54 在 C([0.1]) 中 处 处 不 可 微 的 函数 集合 D 是 非 空 的 .更 确 切 
地 说 万 的 余 集 De 是 第 一 类 型 的 . 

(C([0.1]).dx) 是 一 个 完备 的 距离 空间 ， 定 义 集合 


4={fecl(0.l1): f 在 [0,1] 上 至 少 在 一 点 处 可 微 }， 


A» = {f € C(I0,1]): 3z el{0,1), 
使 得 ”sup A )| 
T+hel[0.1) .hl<i/n 


任 取 JE C([0.1), 显然 了 在 [0.1] 上 处 处 不 可 微 ， 当 且 仅 当 了 全 4. 因此 ， 
仅 需 证 明 4 为 的 第 一 类 型 集 ， 如果 f 在 某 个 点 ro E [0,1] 处 可 微 ， 则 必 有 
自然 数 n, 使 得 f € An. 于 是 


十 co 
De=cC(0.UNDc UU 4. 
n=1 
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下 面 我 们 证 明 每 个 4。 是 稀疏 集 . 为 此 ， 先 证 明 A 是 闭 集 ， 事实 上 ， 若 函 
数 点 列 {fk} C 4 大 一 了 一 +co), 因而 对 于 任意 的 自然 数 K， 则 有 
Zk E [0, 1], 使 得 


Ife(zk th)— fr(ze)l S nlhl(0 < zk +h < 1). 
不 妨 设 zk 一 zo € [0.H (K 一 +co), 因此 ， 
f(zo+h)— f(ro)| < nlhl(0 < zo+h < 1), 


这 就 表明 六 E 4 此 即 说 明 4 是 闭 集 ， 再 仅 需 证 明 An 没有 内 点 ， 也 就 是 
大 二 C(I0,]). 但 由 于 
42={fec(0U): vrelo,l], sup 9 ~-n}, 
z+helo.1] h 
对 于 每 个 / € C([0, 1]), 我 们 总 可 以 用 锯齿 形 函 数 来 逼近 它 即 可 得 到 所 要 证 
+o0 
明 的 结论 ， 这 样 我 们 便 证 明了 4 是 稀疏 集 ， 从 市 U, An 是 第 一 类 型 集 . 
ee 


但 C([0,1) 是 完备 的 距离 空间 ， 根 据 Baire 定理 C([0,1) 是 第 二 类 型 集 ， 
因此 D 也 是 第 二 类 型 集 . 

注 [0,1] 上 具有 无 限 全 变 差 的 连续 函数 与 处 处 不 可 微 的 连续 浸 数 不 只 
是 存在 而 且 非 常 多 ， 尽管 构造 反例 是 相当 的 困难 ， 而 这 一 结论 并 未 借助 于 构 
造反 例 ， 由 此 可 以 认识 泛 浙 分 析 方 法 的 有 效 性 ， 也 可 以 加 深 理解 函数 的 连续 
性 与 可 微 性 之 间 的 差异 . 


$2.7 ” 列 紧 性 、 紧 性 与 全 有 界 性 


实数 域 中 的 每 一 个 有 界 无 限 集 至 少 有 一 个 聚 点 ， 这 正 是 所 谓 的 聚 点 原 
理 ， 但 是 ， 在 一 般 的 距离 空间 (即使 是 完备 的 距离 空间 ) 中 ， 并 非 每 一 个 有 
界 无 限 集 都 有 聚 点 ， 这 说 明 一 般 的 距离 空间 远 比 实数 域 复杂 ， 另 一 方面 ， 实 
数 域 中 有 限 牙 盖 定 理 仅 适 用 于 特殊 的 集合 : 有 界 闭 区 间 ;或 更 一 般 地 ， R” 
中 的 有 界 闭 集 ， 下 面 将 在 一 般 距 离 空间 中 研究 它们 的 类 似 物 . 

定义 2.55 设 4 是 距离 空间 关 的 子 集 ， 如 果 4 中 的 任何 点 列 都 含有 
子 列 收敛 于 X 中 的 某 一 点 ， 则 称 4 为 列 紧 的 . 如 果 4 中 每 一 个 点 列 都 含有 
子 列 收敛 于 4 中 的 某 一 点 ， 则 称 4 是 自 列 紧 的 (或 紧 的 ). 若 4 为 紧 集 ， 则 
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距离 空间 . 
例 2.56 (1) 任何 距离 空间 中 的 有 限 集 都 是 紧 的 ; 
(2) 了 中 的 有 界 集 必 是 列 紧 集 ; 
(3) 若 并 = 及， 已 = [ao 中 .其 中 a、 beR. 则 B 为 XX 中 的 紧 集 ; 
(4) 设 半 =R, 则 六 非 紧 ， 因 为 点 列 {n}(n =1，2，'…) 不 含 任何 
收敛 子 列 ; 
(5) ZL2([ 一 .7]) 中 的 三 角 昂 数 系 : 


cos(nt), 去 sin(nt), } 


{ 志 : 款 cost. 款 Sint……， 元 
是 有 界 的 ， 但 其 中 任意 两 个 元 素 间 的 距离 者 等 于 V2, 故 不 可 能 存在 收敛 的 子 
列 ， 因 此 它 不 是 列 紧 集 . 

定理 2.57 

(1) 如 果 .4 是 列 紧 的 ， 则 及 是 紧 的 ; 

(2) 列 紧 集 的 子 集 也 是 列 紧 集 . 

定理 2.58 ”如 果 X 是 完备 的 距离 空间 ， 4 是 X 的 闭 子 集 ， 则 下 述 条 
件 互相 等 价 ， 

(1) 4 是 紧 集 ; 
(2) 4 中 任何 点 列 含有 收敛 于 4 的 子 列 ; 
(3) 如 果 Ak (类 = 1，2，…) 是 非 空 闭 集 , 而 且 4 D> 4 2 42 D…， 
则 A A A 

(4) 对 于 任意 的 "> 0. 4 可 以 用 有 限 个 半径 为 7 的 开 球 履 盖 ， 

定义 2.59 设 X 为 距离 空间 ，4. 已 都 是 X 的 子 集 ，e 为 一 给 定 的 正 
数 ， 如 果 对 于 4 中 任意 一 点 x. 始终 可 以 找到 B 中 一 点 y, 使 得 dtz,y) < < 
则 称 B 是 44 的 一 个 e 网 . 

例 2.60 平面 上 坐标 为 整数 的 一 切 点 组 成 的 集合 是 平面 的 一 个 1 网 . 
又 如 对 于 任意 给 定 的 = > 0. 距离 空间 X 的 任 一 稠密 子 集 必定 是 它 的 网 . 

由 定义 ， 所 谓 妃 为 和 4 的 s 网 ,实际 上 是 指 4 的 任 一 点 7 必 合 在 吾 的 
某 一 点 纪 的 邻 域 B(y.s) 中 ,或 者 说 ， 以 B 中 的 点 为 中 心 ， 以 & 为 半径 的 所 
有 开 球 的 并 包含 4. 

注 ”定义 中 不 要 求 B 包含 在 4 中 . 

定义 2.61 设 4 是 距离 空间 X 的 子 集 ， 若 对 于 任意 给 定 的 e > 0, A 
总 存在 有 限 的 = 网 ， 则 称 4 是 全 有 界 的 . 
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定理 2.62 

(1) 全 有 界 集 的 子 集 也 是 全 有 界 的 ; 

(2) 设 4 为 全 有 界 集 ， 则 对 于 任意 给 定 的 es > 0, 我 们 可 以 取 4 的 一 个 
有 限 子 集 作为 4 的 = 网 ; 

(3) 全 有 界 集 是 有 界 的 、 可 分 的 . 

证 明 (1) 的 证 明 是 明显 的 . 反 证 (2)， 由 于 4 C X 全 有 界 , 对 于 任意 给 
定 的 = > 0, 4 有 有 限 的 =/2 网 {x1,72,… ,Zno}, 其 中 x1, 2，… ,zno 都 是 
距离 空间 X 中 的 点 . 不 妨 设 对 每 个 k= 1、2，…，7o, ANB(zx,e/2) 天 小 
和 否则， 若 存在 某 个 ko 使 得 4m B(zk,e/2) = 9, 将 点 Zko 除去 . 任 取 Bk € 
ANB(zk,e/2) (k= 1，2，…,no), 则 {2,z2……,zno} 包含 在 4 中 且 为 
4 的 一 个 有 限 = 网 . 

最 后 证 明 (3)， 设 X 是 给 定 的 距离 空间 ， 4 C X 全 有 界 ， 于 是 可 设 
BB = {fzlyz2…zno} 是 和 4 的 一 个 1 网 ， 因此 ， 对 于 任意 的 z < 4, 有 
Tk € B(1 < 上 < no), 使 得 d(z,zk) <1, 故 


d(z,zno) < d(x,zk) + d(zk, Tno) 


< 1+ 1 dL, Tno) =1+K, 


其 中 ， 太 = max d(zk,Zno). 因为 K 是 有 限 数 ， 故 4 有 界 . 


1<kSno 
下 面 证 明 4 是 可 分 的 . 设 Ba 是 4 的 有 限 1/n 网 , 这 里 n= 1，2，… 
因 每 个 Ba 部 是 有 限 集 ， 令 


则 B 是 可 数 集 ， 任 取 ZE 4, 则 存在 zn E Bn, 使 得 d(z,zn) < 1/n, 故 BB 
中 的 点 列 {zn} 收敛 于 xz. 因此 B 在 4 中 稠密 ， 故 4 是 可 分 的 . 

定理 2.63 

(1) 设 距 离 空间 X 的 子 集 4 是 列 紧 的 ， 则 4 是 全 有 界 的 ; 

(2) 若 X 是 完备 的 距离 空间 ， 则 当 4 是 全 有 界 集 时 ， 4 必定 是 列 紧 
的 . 因此 ， 在 完备 的 距离 空间 中 ， 列 紧 性 与 全 有 界 性 等 价 . 

证 明 定理 的 证 明 分 两 步 . 

(1) 设 4 为 距离 空间 X 的 列 紧 集 . 如果 4 不 是 全 有 界 的 ， 则 必 存 在 
某 个 so > 0, 使 得 4 没有 有 限 的 so 网 ， 于 是 对 任意 抽取 的 zl € 4, 必 存 在 
Z2 € A 使 得 d(x1,7T2) > s0. 否则 {zl} 就 是 4 的 一 个 有 限 so 网 . 同 理 ， 存 
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在 Zz3€ 4 使 得 d(zi,73) > so(i = 1，2), 否则 {fzl,z?} 就 是 A 的 一 个 有 限 
so 网 ， 这 样 可 以 一 直 进 行 下 去 ， 于 是 我 们 得 到 一 个 点 列 {zn} 使 得 当 mm 关 n 
时 ，d(zm. Zn) > =o. {zn} 显然 没有 收敛 的 子 列 , 与 4 的 列 紧 性 相 艺 盾 ， 这 
个 矛盾 说 明 44 为 全 有 界 的 . 

(2) 设 二 为 完备 的 距离 空间 ， 4 C X 为 全 有 界 集 ， 任 取 4 中 的 一 个 
点 列 {zw}. 如 果 {zn} 中 只 有 和 有限 个 互 不 相同 的 元 素 ， 则 {zn} 显然 含有 收 
伍 的 子 列 . 因此 ,可 设 {zn} 中 有 无 限 多 个 互 不 相同 的 元 素 , 记 这 些 元 素 构成 
的 集合 为 Bo.， Bo 是 全 有 界 的 ， 于 是 X 中 存在 有 限 个 以 1/2 为 半径 的 开 球 
得 这 些 开 球 的 并 包含 Bo. 因此 它们 中 至 少 有 个 开 球 包含 了 Bo 中 无 限 多 
个 元 素 ， 这 些 据 素 构成 的 集合 记 为 Bi. 这 个 开 球 记 为 51. 即 Bl = Bon Si. 
则 BC Si 册 B1 是 充 穷 集 、 Bl 本 身 也 是 全 有 界 的 ， 将 以 上 的 论证 应 用 于 
Bi. 则 存在 B1 的 子 集 B2. 使 得 Bs 中 含有 Bi 中 无 限 多 个 元 素 且 Bo 的 直 和 低 
不 大 于 1/2， 依次 类 推 ， 我 们 可 以 找到 一 系列 的 集合 B1, B2，……,Bk，…… 满 
足 如 下 条 件 ， Bi D Bs 3 … 2 Bk D> …. 而 且 Bk 的 直径 不 大 于 1/24-1， 
每 个 Bk 均 含 有 Bh-1 中 盛 限 多 个 元 来 ,注意 到 每 个 Bk 中 的 所 有 元 素 都 是 
{zn} 中 的 某 些 项 ， 对 于 人 = 1. 可 取 {zn} 中 的 某 一 项 rn 使 得 xn, € Bi. 
对 于 人 = 2. 可 取 {zrn} 中 的 某 一 项 zn 使 得 znz € B2 且 可 设 nl < n2. 依 
次 类 推 ， 便 得 到 {xn} 的 一 个 子 列 {zn} 使 得 zn € Bk. 根据 Bk 的 性 质 ， 
{zns} 是 基本 点 列 ， 又 因为 X 是 完备 的 ， 故 {Zn} 存 XX 中 收敛， 于 是 4 
是 列 紧 的 . 

推论 2.64 ”距离 空间 X 中 的 列 紧 集 是 有 界 的 、 可 分 的 .特别 地 ， 紧 集 
是 有 界 的 、 可 分 的 . 

定理 2.65 (Arzela-Ascoli 定 埋 ) (空间 C([a.9]) 中 集合 列 紧 性 的 刻画 ) 
集合 4 CC([a. 肿 ) 列 紧 的 充分 必要 条 件 是 下 列 两 个 条 件 成 立 

(1) 集合 4 是 有 和 界 的 ， 即 存在 常数 MT7. 使 得 对 于 任意 的 ze 4 恒 有 


lz < AM， Vvte {a,bl; 


(2) 集合 4 是 等 度 连 续 的 ， 即 对 于 任意 给 定 的 。 > 0, 始终 存在 6 = 
6(=) > 0. 使 得 寺 于 任意 的 力 ， te fa, 可 ,只 要 上 一 t2| < 6, 就 有 


Ir(t)—z(to)| <s, vreAh. 


定理 2.66 任 一 拭 离 空间 中 的 紧 集 本 身 是 完备 的 距离 空间 . 特别 地 ， 紧 
空间 是 完备 的 . 
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证 明 设 4 是 距离 空间 X 中 的 紧 集 ，{zn} 是 4 中 的 一 个 基本 点 列 . 
由 4 的 紧 性 ， {zn} 中 有 收敛 于 4 中 某 一 点 zo 的 子 列 {Zn}. 由 于 


d(zn, T0) < d(Tn, Tn ) + d(zn,, To0), 


以 及 当 n 及 下 趋 于 无 穷 大 时 ， d(zn, Zn) 一 0,d(zn;70) 一 0, 由 此 可 知 
{zn} 一 Zo (n -十 00), 故 4 是 完备 的 . 

定理 2.67 设 {Kh} 为 距离 空间 X 中 的 非 空 紧 集 构成 的 集合 序列 ， 满 
足 

有 DRK2…DKD 

则 它们 的 交 站 Kn 非 空 

证 明 在 每 个 Ki 中 任 取 一 点 zn, 于 是 得 到 点 列 {zn}. 因 Ki 是 紧 集 ， 
点 列 {zn} 中 存在 子 列 {zw} 在 天 1 中 收敛 于 某 一 点 zo. 对 每 个 和 给 定 的 n, 
当 驮 二 下 时 ， nk E Kn, 但 Kn 贱 ， 故 Zo EKn, 因 此 ，ZoE€E Fr 

注 ”实数 的 完备 性 等 价 于 有 限 覆 盖 定 理 ， 因 此 ， 4 C R 是 紧 的 ， 当 且 
仅 当 A 是 有 界 闭 集 这 论 对 于 距离 空间 中 的 有 界 闭 集 未 必 成 立 ， 但 有 限 
覆盖 定理 却 是 刻画 紧 集 的 一 个 重要 准则 . 

定理 2.68 

(1) 距离 空间 X 的 子 集 4 为 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 在 4 的 任何 一 个 
开 矣 次 中 必 可 选 出 一 个 有 限 子 覆 站 

(2) 集合 4C R" 为 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 4 为 有 界 闭 集 . 

证 明 仅 给 出 (1) 的 证 明 . 先 来 证 明 必要 性 . 设 4 为 紧 集 , 并 设 {Ga}aes 
是 4 的 一 个 开 覆 盖 . 我 们 先 证 明 存 在 so > 0 使 得 对 一 切 ZE A， 开 球 
B(x,e0) 必 包 含 在 某 个 Ga 中 ， 设 不 然 ， 则 对 每 个 自然 数 n, 存在 Zn € 4， 
使 得 开 球 B(zn.1/2") 不 包含 在 任何 Ga 中 . 由 于 4 是 紧 的 ， 故 {Zn} 中 会 
有 收敛 于 4 中 某 一 点 zo 的 子 列 {zn} 又 由 于 {GojaeA 黎 盖 4, 故 存在 
Gao 使 得 zo € Gao. 于 是 存在 开 球 B(To,T0) 使 得 B(T0,70) C Gao. 再 取 
大 充分 大 使 得 B(Zn,1/2™…) C B(zo,70), 故 瑟 (zw,1/2nx) C Gao, 这 就 同 
假设 着 盾 ， 因 此 ， 确 实 存在 so > 0 使 得 对 一 切 ZE 4, 开 球 B(z,e0) 必 包 含 
在 某 个 Ga 中 ,但 因 4 是 紧 的 ， 从 而 4 全 有 界 ， 故 从 诸 B(x, 20) 中 可 取出 
有 限 个 ， 无 妨 设 为 B(z1, 0), B(72,s0),…，B(zL,e0) 使 得 {B(zk, so) 六 -1 
覆盖 4， 将 {Ga}aeA 中 包含 B(zk,e0) 的 开 集中 随便 取出 一 个 并 且 记 为 
Gk (k 二 1，2，…,1). 于 是 {Gk 六 -1 覆盖 4. 
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下 面 来 证 明 充 分 性 .， 设 定理 的 条 件 成 立 ， 并 设 {Tn} 是 包含 在 4 中 的 一 
个 点 列车 {zn} 中 没有 子 列 在 二 中 收敛， 则 对 每 个 ye 4A, 存在 by > 0, 以 
及 自然 数 ny 使 得 当 > ny 时 ， Zn 4 B(y.6y). 显然 {B(y,6y): y€ A} 
巴 益 4. 于 是 存在 奶 , yp.…….W & 委 使 得 { 甩 (多 , 和 )}-， 覆盖 4. 另 一 方 
耐 ， 当 中 > maxfnn yn .ay 时，zn 不 属于 任何 B(yk,6y), 因此 zn 
不 属于 4. 这 便 同 {zn} C .4 相 矛盾 ， 这 表明 {zn} 必 有 子 列 在 A 中 收敛 ， 
故 4 为 紧 集 . 


62.8 ” 紧 集 上 的 连续 函数 


将 经 典 分 析 中 闵 区 间 上 连续 遇 数 的 某 些 性 质 推广 到 一 般 的 紧 集 上 .. 

定理 2.69 设 NT 为 距离 空间 ， 4 为 中 的 紧 集 ， 了 是 由 4 到 
Y 中 的 连续 映射 ， 则 工 的 像 (44) 是 中 的 紧 集 . 

证 明 设 {yn} 为 (4) 中 的 一 个 点 列 ， 则 有 4 中 的 点 列 {Zn} 使 得 
yn 二 T(rn) (n= 1，2.，…). 由 于 4 是 紧 集 ， 故 在 {zn} 中 可 以 抽取 子 列 
{fzm} 收敛 于 44 中 某 一 点 ro. 但 因为 了 是 连续 的 ， 故 
‘lim Wn = Am T(zn) = T(zx0). 


+2c 


显然 ，T(zro) ET(A). 故 了 (4) 是 紧 集 . 

定理 2.70 设 X 是 中 离 空间 ， 4 是 只 中 的 紧 集 ， 卫 是 定义 在 A 上 
的 连续 蚌 数 ， 则 f 有 界 并 且 可 以 取 到 其 上 确 界 和 下 确 界 : 

证 明 轩 f(A4) 是 R 中 的 紧 集 ， 故 为 有 界 闭 集 ， 于 是 f 有 界 且 其 上 确 
界 和 下 确 界 均 属 于 f(A4), 也 就 是 说 f 能 够 取 到 它 的 上 确 界 和 下 确 界 . 

注 本 节 有 关 概 念 之 间 的 关系 如 下 在 距离 空间 (X,d) 中 ,车 4 CX， 
则 

4 有 界 < 一 4 全 有 界 (+X 完备 ) 和 > 4 列 紧 (二 4 闭 ) < 和 > 4 紧 . 

但 在 R" 中 , 若 4 C R". 则 有 

4 有 内 <=> A 全 有 界 > 4 列 紧 (+4 闭 ) > 4 紧 . 

例 2.71 (有 界 而 非 全 有 界 的 集合 ) 设 Y 是 人 2 的 一 个 子 集 


十 oo 
Y := {uy eR: > lzkt= 中 
k=1 


由 Minkowski 不 等 式 ， 对 于 任意 的 Xz,y€Y 有 


/2 


1/2 eo RE 1/2 
dz) = 问 lzx 一 wf < 区 af) 十 外 bw 一 2. 
k=1 k=1 
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即 Y 的 直径 d(Y) < 2, 故 Y 是 有 界 集 ， 但 是 el = (1,0.0.….)， ea = 
(0,1,0,…)，…，en = (0,0,.…,1,0,…)( 第 n 个 位 置 为 1, 其 余 位 置 全 为 
0 ),… 为 一 列 [2 中 的 元 ,而 且 en EY，n 二 1，2，.…. 显然 ， 对 于 任意 
的 自然 数 m，n, 当 m 关 时 ， 我 们 就 会 有 


d(em.en) = (1+DI2 = V2. 


假若 取 < = 1/2, 则 B(en,1/2)，n = 1，2，… 是 一 列 互 不 相交 的 开 球 ， 如 
果 Y 的 1/2 网 iy2 存在 , 则 对 任意 的 自然 数 nn 都 有 B(en,1/2)nYiy2 #9， 
此 即 意味 着 Yiy2 是 一 个 无 限 集 ， 所 以 六 /2 不 是 个 有 限 的 1/2 网 ， 故 六 
不 是 多 有 界 集 . 

例 2.72 (有 界 闭 集 而 韭 紧 集 ) 在 12 中 ， 单 位 闭 球 4 = B(0,1) 是 有 界 
闭 集 . 设 {B(x,1/2) : x € 4)} 为 4 的 一 个 开 覆 益 ， 其 中 不 可 能 有 对 4 
的 有 限 子 米 益 ， 故 4 不 是 紧 集 ， 这 是 因为 点 列 {enjxsi C 4, 且 对 任意 自然 
数 m，n， 涡 关 n 有 B(en.1/2)nB(en,1/2) = 0, 而 完全 覆盖 4 的 子 集 
{en} 就 需要 无 限 多 个 井 球 {B(en,1/2)}+ 筷 .这样 覆 盖 4 就 需要 无 限 个 开 
球 ， 此 即 说 明 4 非 紧 . 

例 2.73 (Arzela-Ascoli 定理 的 说 明 ) 在 距离 空间 (C([0, 1]), dw)) 中 ， 
取 子 集 

A={fn: fn(r)= sin AT 7 €[0,1, néeN}. 


因为 对 任意 的 fn € 4, zx € [0,1], 都 有 |fn(z)| < 1, 所 以 A 有 界 . 
其 次 ， 对 任意 的 = > 0. 存在 6 = =/r， 使 得 对 于 任意 的 zi， z2 € 
[0,1], fn € 4, 而 且 当 |z1 一 x2| <5 时 ， 有 


[fn(z1) — fn(z2)| = |sin 下 zl 一 sin zz| 
|2cos( 下 于 击 22) sin( 秃 开 可 2 


2|sin(4 12)| < lz 一 zz| < 页 半 = 中 <e, 


1A 


所 以 A 是 等 度 连续 的 , 故 4 是 C([0,1]) 中 的 列 紧 集 ， 车 取 B = {gn : 
gn(z) = nz，Zz € [0,1]，n ee N}, 因为 对 于 任意 的 gn € B, 并 不 存在 常数 
JM > 0, 使 得 |gn(z)| = nlz| < M ,对 任意 x € [0,1]. 这 说 明 B 不 是 有 界 
的 ， 故 B 是 非 列 紧 集 . 
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82.9 ”不 动 点 定理 及 其 应 用 


定义 2.74 设 (从 .qd) 是 距离 空间 ， 工 是 义 到 六 中 的 映射 ,如果 存 
在 一 个 常数 和 (0 < 9 < 1). 使 得 对 所 有 的 Tr，y E 蔷 , 满足 下 述 不 等 式 ; 


d(T rx.Ty) < bd(zr,y), 


则 称 人 是 等 上 的 一 个 压缩 映射 . 9 称 为 了 的 压缩 系数 (因子 ). 

压缩 映射 在 几何 上 的 意义 是 点 2 和 y 经 映射 后 ,它们 像 的 距离 缩短 了 ， 
并 且 不 超过 d(x.y) 的 0(0<0<1) 倍 . 

在 微分 方程 、 积 分 方程 以 及 其 他 各 类 方程 的 理论 中 ， 解 的 存在 性 、 唯 一 
性 以 及 近似 解 的 收 伊 性 等 方面 都 是 很 重要 的 课题 . 为 了 证 明 一 个 微分 方程 、 
积分 方程 或 其 他 类 型 方程 解 的 存在 性 ， 我 们 可 以 将 它 转换 成 求 某 一 映射 的 不 


定理 2.75 (Banach 庄 缩 映射 原理 ) 设 X 是 完备 的 距离 空间 ， 了 : 
区 一 汪 是 一 个 订 缩 映射 ， 则 工 在 X 上 有 唯一 的 不 动 点 Z*. 即 Tz*=z* 
也 就 是 说 方程 了 x = xz 在 习 上 有 唯一 的 解 . 

证 明 ”在 X 中 任意 取 定 一 点 Zo, 并 且 令 xz1 = Tx0，z2 = Tz 
,Tn 二 了 Zn-1,…， 下 面 分 三 步 来 证 明 : 

(1) 证 明 {zn} 是 六 中 的 一 个 基本 点 列 ， 为 此 考虑 


d(x1.72) = d(Tzo.Tzi)<bd(zozrli)=0d(zoTzo). 
dz2.73) = d(T x1.T7r2) < 0d(z1.72) < 2 d(xo,T ro0). 
一 般 地 ， 可 以 证 明 
d(xzn. zn+1) < O° d(xo,T Zz0). n=1, 2，3，… 


对 任何 正 整数 p. 考虑 到 


dwn zntp) < d(Tn:Tnti) + d(Tntls Tnt2) + :+ d(Tntp-l, Tntp) 
< (bn 十 bgn+1 十 :十 gn+p-1)d(zoTazo) 

On- 

人 


O°) itzo,Tzo)< 0s d(xo, T zo) 
站 (zo.T ro) < Tg d(xo0:T zo). 
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因为 0<9<1, 所 以 当 n 一 十 oo 时 ，b 一 0. 注意 到 初始 值 ro 预先 选 
定时 d(xo,T zo) 将 是 一 个 常数 ， 故 不 管 p 为 何 值 ， 只 要 当 了 一 十 co 时 ， 就 


会 有 


dznzn+p) 一 0. 


故 {zn} 为 基本 点 列 . 由 站 的 完备 性 知 , 存在 z* € 久 , 使 得 zn 一 工 * (nm 一 
十 oo)， 

(2) 证 明 z* 为 了 的 不 动 点 ， 即 证 了 zx* = z*. 由 于 距离 空间 中 极限 是 
唯一 的 ， 因 此 ， 只 需 证 明 a lim Tn 一 全 z*. 因为 


dlTz*zn)=dTz,Tzn-i)<bd(zzn-l) — 00 一 十 oo). 


因此 ， mTn 三 了 x”, 从 而 Tr* = 7"*. 
(3) 证 明代 的 不 动 点 是 唯一 的 .用 反 证 法 来 证 明 ， 假 若 了 还 有 另 一 个 
不 动 点 z GE X, 而 且 z' 头 z*. 因为 


d(z',2*) = d(Tz',T zx*) < 0d(z', 2"*), 


考虑 到 I' 关 "所 以 d(x 和 ,7") 天 0, 因此 9 > 1, 这 就 是 一 个 矛盾 . 

关于 压缩 映射 原理 有 以 下 值得 注意 的 儿 个 方面 : 

(1) 由 证 明 可 以 看 出 ， 为 了 获得 不 动 点 z” 可 以 从 关 中 的 任意 一 点 出 
发 ， 这 无 疑 是 很 方便 的 . 

(2) 方程 Tx = zx 的 不 动 点 z* 在 大 多 数 情况 下 实际 上 不 易 求 得 ， 因 此 
往往 用 zn 作为 其 近似 值 ， 这样 就 要 估计 zn 与 z” 的 误差 .车 用 Zn 近似 代 
替 z*, 由 于 zn 二 了 Zn-1, 则 其 误差 为 


0 
6 dzo, T zo). 


"i 
d(xn, 2 ) < 三 


这 就 是 误差 估计 式 . 

(3) 在 T 了 满足 d(Tzx,Ty) < dz,y)，z 天 2 的 条 件 下 ， 工 在 区 上 不 
一 定 存在 不 动 点 . 

(4) 压缩 映射 原理 中 距离 空间 的 完备 性 不 能 少 . 

例 2.76 

(1) 令 Tzr=7£+$ -arctanz, TITER,T 是 R 到 R 的 映射 设 
z，yER, 则 


Tr—-Ty=7r-y— (arctanz— arctany). 
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根据 微分 中 值 定理 ， 必 定 存 在 5E (z,y), 使 得 


a cin 上 
Tz 一 TY 一 zy 一 如 = 他 一切 1 人 
故 
ITz -Ty < lz, 
即 


d(Tx,TYy) < d(x,y). 


但 是 , 当 了 Tz = z 时, 方程 arctanz 地 无 解 ， 因 此， 映射 了 没有 不 动 点 ， 
(2) 设 义 = (0, 耻 具有 由 RR 诱导 出 的 距离 定义 了 如 下 : 


T(z) = 3 


显然 它 是 压缩 的 ， 但 了 没有 不 动 点 . 

从 应 用 的 观点 来 看 ， 因 为 映射 了 常常 不 是 定义 在 整个 空间 入 上 的 ， 而 
仅仅 定义 在 X 的 子 集 Xo 上 ， 而 且 其 像 可 能 不 在 Xo 中 ， 因 而 要 对 初 值 ro 
加 以 限制 . 

定理 2.77 设 X 是 完备 的 距离 空间 ， 了 : X 一 X， 若 在 闭 球 
B(x0,7) ={fzeX: d(xro,r) <7} 上 ,d(Tz,Ty) < 9d(z,y) 而 且 
d(zo,Tz0) < (1 一 0)7, 其 中 0<90<1, 则 了 在 (zo,") 上 有 唯一 的 不 动 


Bg 


证 明 仅 需 说 明 
T(B(xo,r)) C 巨 (zo,r)，Y rE 互 (zo,7). 


因为 

dtzoTz) < dlzo,Tzo)+d(Tzo,Tz) 
< (1-0r+0d(ro,7) 
< 


(1—0)r+Or=r. 


所 以 Tz € B(zo,7), 故 T(B(z0,7)) C B(zo,7), 即 T: Blzor) 一 
互 (zo,r), 而 且 工 在 万 (zo,r) 上 是 压缩 的 ， 此 即 说 明 了 在 万 (zo,r) 上 有 唯 
一 的 不 动 点 . 

映射 T 不 满足 压缩 映射 原理 的 条 件 , 但 是 了 的 某 次 赛 却 满足 这 些 条 件 . 
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定理 2.78 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 ，Xo 是 六 中 的 非 空 闭 子 集 ， 
卫 : Xo 一 3 Xo. 若 存 在 自然 数 no, 使 得 对 于 所 有 的 rz， E Xo, 都 有 


d(T™ z,T™ y) < 0d(z,y), 


其 中 ，0 < 909<1. 则 工 在 Xo 上 一 定 存在 唯一 的 不 动 点 . 
证 明 因为 T"o 满足 压缩 映射 原理 的 条 件 ， 于 是 应 用 该 定理 ， 7™ 在 
Xo 上 有 了 唯一 的 不 动 点 rz”， 也 就 是 T™ z* = Zz*. 由 于 


T™(T2)=T(T™ 27°) = Ty’, 


于 是 Tz* 也 是 T™ 的 不 动 点 , 但 是 To 的 不 动 点 是 唯一 的 , 所 以 了 zx* = 2”， 
故 z* 也 是 了 的 不 动 点 . 
下 面 来 证 明 唯一 性 . 设 x 是 了 的 另 一 个 不 动 点 ， 则 


Tmo z' = Tmno-lz' 一.…. 王 2 
因而 z' 也 是 Tno 的 不 动 点 ， 由 于 To 的 不 动 点 唯一 ， 所 以 2* = z/. 
例 2.79 设 f 是 RR 到 RR 的 可 微 映射 , 而 且 |f'(z)| < 9 < 1, 则 方程 
f(z) = z 存在 唯一 解 re R. 进一步 ， 对 于 任意 选取 的 Zo € R, 迭代 点 列 
Zn 三 了 (Tn-1) 一 (On 一 十 co), 其 误差 估计 为 


[ea 2 < Bf (eo) -ml 
证 明 当 0<9<1 时， 由 微分 中 值 定理 知 
f(a) = FW) = FON -< 0 -yh 


也 就 是 有 
d(f(7), f(y)) < 9d(z,Y), 


故 8 为 完备 空间 R 到 自身 的 压缩 映射 , 由 压缩 映射 原理 可 知 , 方程 jz) 一 
有 唯一 解 zx, 并 且 对 于 预先 任意 选取 的 初 值 ro E R, 有 下 述 误差 估计 


S 90" 
lz — zol < 61f(r0) ~ zol. 


例 2.80 求 方程 z5 +z 一 1=0 的 一 个 根 . 
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解 ， 令 f(z) = x5 +z 一 1 由 于 f(x) 在 [0,1] 中 连续 并 且 单调 增 
加 ， 而 且 /0) = 一 1,f(1) = 1. 所 以 方程 zx +z 一 1=0 在 [0.1 内 有 且 仅 
有 一 个 根 . 

如 果 取 初 值 zo = 0, 并 且 用 z= 1 一 253_1 进行 交代 ， 则 得 到 近似 解 
Zl = 1,za = 0,73 = 1,z4 = 0,…, 但 {zzn} 不 收 么 当然， 这 是 由 于 映射 
Tz=1-z5 在 [0,1] 上 不 是 压缩 映射 . 

现存 改进 迭代 公式 ， 引 进 参数 和 当 入 头 0 时, 显然 方程 = (1 一 入 zt 十 
A(1 一 25) 与 原 方程 5 +r 一 1 = 0 等 价 ， 无妨 取 入 = 二, 定义 如 下 映射 

g: 0 一 0 sm 一 +EGL-a5) 

因为 0, 1] 按照 及 诱导 的 距离 是 一 个 完备 的 距离 空间 ，|g'(z)| = | 一 8z4| < 
, 故 9 是 压缩 的 ， 而 且 9 在 [0.1] 中 存在 唯一 的 不 动 点 z” 因此， 可 以 采 
用 如 下 迭代 公式 ， 

5 业 
= En +6 (1 — 25_1). 
若 取 zo = 0.50, 得 到 zl = 0.58, z2 = 0.64, z3 = 0.68, z4 = 0.71, 
zs 二 0.73, Zz6 = 0.74, zx7 = 0.75, zg = 0.75,…. 如 果 取 近似 解 rs = 0.75， 
误区 为 


wn 


51\8 
10.75 — zx*| < (6)- 
1 
例 2.81 (微分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 ) 考虑 问题 


久 六 = 
{ dt = f(z,t), (2.9.1) 


|0.58 — 0.50| < 0.12. 


其 中 ， f(z,t) 在 平面 上 连续 并 且 对 变量 z 满足 Lipschitz 条 件 : 
f(z,t) = fly,)| < Klz -yl, 


K > 0 为 常数 ， 则 定 解 问题 (2.9.1) 有 唯一 解 . 
证 明 分 三 步 来 证 明 . 
(1) 定 解 问题 (2.9.1) 有 解 与 积分 方程 


z(t) = zo +/ f(x(7), 7) dr7, (2.9.2) 
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有 连续 解 是 等 价 的 . 
事实 上 ， 若 (2.9.1) 有 解 z = z(t), 则 它 满足 微分 方程 和 初始 条 件 


dzr(t) _ 
dt 人 


f(z(t),t), z(to) = zo. 
对 其 两 端 积 分 可 得 
s(t) = z(to) = {fz(D),t) at 
z ali)=/ (z(D),D) dt, 


即 . 
X(t)= ro + f(z(T),T) dr. (2.9.3) 


此 就 说 明 x(t) 是 积分 方程 (2.9.2) 的 解 . 
反之 ， 若 男 数 了 = z(t) 是 积分 方程 (2.9.2) 的 解 ， 即 (2.9.3) 成 立 . 由 此 
可 得 z(to) = z0. 由 连续 性 可 知 z(t) 是 可 微 的 ， 对 (2.9.3) 求 导 可 得 
dz(t) 
dt 
这 表明 z = z(t) 满足 微分 方程 与 定 解 条 件 . 
(2) 我 们 取 6 > 0, 使 得 K5 < 1, 在 to 的 5 邻 域 (to 一 to 十 6) 内 
(2.9.2) 有 唯一 连续 解 ， 用 C([to 一 6,to 十 引 ) 表示 在 区 间 [to 一 6,to 十 9 上 
的 全 部 连续 鲨 数组 成 的 空间 ， 在 C([to 一 6,to 十 相 ) 内 定义 映射 了 为 


= f(z(t),t), 


t 
(Tx)(t)= zo +/ f(z(7),7) dr7. 


则 
d(Tz,Ty) 


|[ vem.n) -nar 


max 
lt-tol<é 


t 
es 人 KeO) -y(nlar 


IA 


< K6 ,max, lz(t) ~ v(t) = K 6 d(x,Y). 


因 KK6 < 1, 则 就 是 C(lto 一 6,to 十 可) 上 的 压缩 映射 ， 由 压缩 映射 原理 
知 ， 一 定 存在 唯一 的 zi(b € C(lto 一 6,to 十 引 ), 使 得 工 zi = 25, 因此， 
zi(t) 是 定 解 问题 (2.9.1) 在 (to 一 6,to 十 6) 内 的 解 ， 并 且 在 (to 一 6,to 十 6) 
内 只 有 一 个 满足 定 解 条 件 的 解 . 
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(3) 解 的 延 折 ， 即 证 明 在 (一 00, 十 20) 内 定 解 问题 (2.9.1) 有 唯一 解 . 再 
以 to 十 6 (或 to 一 6 ) 作为 初始 时 刻 ， 求 解 初 值 问题 


dx = 
SF = f(z,0), (2.9.4) 
Thtots = To(to + 6). 


可 以 把 解 延 拓 到 [to,to 十 25], 而 在 [to,to+6] 上 , 由 于 解 的 存在 唯一 性 ，(2.9.1) 
与 (2.9.4) 的 解 是 相等 的 ， 这 样 继续 下 去 可 以 将 解 延 折 到 [to 一 26, 如 十 2 
上 ， 依 此 类 推 ， 于 是 可 以 将 解 延 拓 到 整个 实 直线 上 ， 

注 在 定 解 问题 的 存在 性 与 唯一 性 的 证 明 中 还 提供 了 求 近似 解 的 方法 : 


t 
zi(t) = (T x0)(t) = zo 十 / f(xo(7), 7T) dr7, 


zl) = Tr) = 0+ {fn nd, 


znlt) = (Trn_)(t) = 20 +/ f(zn_1(7), 7) dr7. 


例 2.82 (第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 解 ) 设 第 二 类 Fredholm 线性 积 
分 方程 


b 
zO=7O+A 人 K(t,s) z(s)ds, (2.9.5) 


其 中 入 为 参数 ， 对 充分 小 的 |A|, 则 
(1) 当 feEC([a,9])，K(t,s) 是 定义 在 a<t<b，a<s<b 内 的 连 
续 浙 数 时 ， (2.9.5) 有 唯一 的 连续 解 z(t) E C([a, 冲 ), 而 且 z(t) 是 迭代 序列 


b 
zl) = 0+A/ K(t.s)zni(s)ds, n=0, 1, 2, 
的 极限 ， 其 中 zo(t) 可 取 C([a, 句 ) 中 的 任意 函数 
(2) 当 f € 12([a, 四 ), 积分 核 KK(t,s) 是 定义 在 a<t<b, a<s<b 
内 的 可 测 冰 数 ， 满 足 
b 
三/ IK(t, sj dtds < +oo， 


(K(t,s) 是 定义 在 a <t<b,a<s<b 内 的 L? 可 积 函数 ) 时 ，(2.9.5) 有 
唯一 的 解 x € L2([a,]). 
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证 明 (D 令 工 :ctla 名 cdlo 避 为 
(Tz)(t) = (0) +A [Klaas. 
由 于 f(t), KK(t,s) 分 别 在 fa, 名 和 [o, 避 xfo, 避 上 连续 , 当 z EC([a, 可 ) 时 ， 
TzeC([a 吕 , 即 了 是 C(la, 避 ) 到 自身 中 的 映射 , 并且 算 子 了 的 不 动 点 z* 


就 是 积分 方程 的 解 . 一 般 情况 下 ，T 不 是 压缩 映射 , 但 当 |A| < 1/[M(b 一 a)] 
时 ， 了 为 压缩 映射 ， 其 中 M = max, IK(t,s)|. 事实 上 ， 对 C([a, 莫 ) 中 的 


任意 两 元 素 z，2 有 
qdTz,Ty) = max |( 人 2)(b 一 (2 人 (| 


外 


a /ea —y(s)jds 


1IA 


b 
moss I/ IK slle(s) -yllds 


MIA| mas Iz(s) 一 Cs) (一 9) 


IA 


MM (b— a) IMd(z,y). 


可 见 ， 当 0= M(b 一 a)| 和 | < 1 时 ，TT 为 压缩 映射 由 于 C([a, 肿 ) 为 完备 
空间 ， 故 T 存在 唯一 的 不 动 点 z*, 因此 ， 当 | 和 | < 1/[M(b 一 a)] 时 ， 积 分 方 
程 (2.9.5) 有 唯一 的 连续 解 . 

(2), 令 T: 天 (加 一 天 (lo 名 为 


b 
(Tz)(t) = f(t) + 和 / 天 (ts)z(s)ds. 


六 
[ firespas 了 epai dt 
ff rtpasat [eas < to 


及 全 的 定义 可 知 ， 了 是 由 ?>([a, 可 ) 到 其 自身 的 映射 ， 取 | 和 | 充分 小 使 得 


bb 1/2 
2 大 zearasdl ZL 


b 2 
/ Klt,s)z(s)dsl dt 


1A 
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于 是 


Hl 


pb 1/2 
d(T z,Ty) {frao0-ervorat) 


| 
/ 上 /Ra -ys)ds 


Hl 


1/2 
吕 

TT- 2 272 
A | / / Keale -ulds| 书 

b pb S 1/2 
A {ff raparas. fat -unpas) 


bpb 1/2 
= |A| [fheaparad d(x,y) = 0 d(z,y). 


I 人 


1IA 


故 T 为 压缩 映射 ， 由 不 动 点 原理 知 ， 了 存在 唯一 的 不 动 点 2* e Z2([o, 中 )， 
即 积分 方程 (2.9.5) 有 唯一 的 平方 可 积 解 . 

例 2.83 ( 解 线性 代数 方程 组 ) 设 有 线性 方程 组 Z 二 Az 十 b, 其 中 4= 
(ai) 是 nxn 矩阵 ，z = (Z1,Z2,…, Zn) 是 未 知 向 量 , b 一 (bi, b2,* +, bn)™ 
是 已 知 的 n 维 列 向 量 ， 若 矩阵 4 满足 条 件 

0= ep <1, 
拓 
则 方程 组 x = Az 十 b 有 唯一 的 解 . 

证 明 令 X = Fn, 对 于 任意 的 z = (zlza yzn)7，3 = (yi,y2 

如)7 EX, 定义 它们 的 距离 为 
dx(r.y)= a zk — ykl, 


对 于 任意 的 ze ,定义 映射 了 : X 一 天 为 ， 了 Tz=47 十 b 因为 


本 
de(TzTJ) = pe (Fu) 一 人。 oa 
Ze ny 本 
全 ip |z; 一 娘 | 
< 


好 由 | 呈 一 切 | ep laijl 
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El dy) 
= 0do(z2y); 


故 了 为 压缩 映射 由 (F”",dx) 的 完备 性 知 ， 了 存在 唯一 的 不 动 点 2*. 因 
此 ，zZ = 二 TY* = Az" 十 b. 即 方程 z= Az 十 b 存在 唯一 的 解 . 

例 2.84 (Volterra 积分 方程 的 解 ) 设 及 (t,s) 是 定义 在 a <+<b, 
a < s<t 上 的 连续 孙 数 ， 则 Volterra 积分 方程 


z(t) = f(t) + 和 [ Kl(t,s) z(s)ds (2.9.6) 


对 任意 的 fe C([o, 如 ) 以 及 任意 常数 入 存在 唯一 的 解 ro e C([a, 菇 ). 
证 明 作 C([a. 酉 ) 到 其 自身 的 映射 了 : 


t 
(Tz)(t) = 10+/ 天 (ts)z(s)ds， 


用 M 表示 |K(t,s)| 在 a<t< ba<s<t 上 的 最 大 值 ，qd 表示 C([ob) 
中 的 距离 ， 对 于 任意 的 2，y E C([a, 串 ), 则 有 


t 
ITz)(b = (TY) = A I/ Kl(t.s)[z(s) — y(s)]ds 
a 
< Df IK) lol) -wallds 
< AM(t-a) max, lz(s)— vy(s)| 
= |AM(t-a)d(r,y), 
下 面 用 归纳 法 来 证 明 
zwz(O = T™ yD) < (IAP ML™ (t= ao) /nl) d(zy). (2.9.7) 


当 n = 1 时， 不 等 式 (2.9.7) 已 经 证 明 . 现 设 n= 二 时， 不 等 式 (2.9.7) 成 
立 ， 则 当 半 大 十 1 时， 有 


ITa+rlz(b 一 Te+lg 人 (| 


= A | / ‘KC.s) [Tr z(s) — Try(s)]ds 
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I 人 


(Ar ALE+1/k!) | i 加 a)*ds| d(zx,y) 
| | 


外 


(|AE+1 UVUA+I 一 as+/(K 二 1)Dd(z,y)， 
故 不 等 式 (2.9.7) 对 n = 二 大 十 1 也 成 立 , 于 是 对 一 切 自 然 数 nn 成 立 . 由 (2.9.7)， 


nn jpn p(t) Tn 
d(T™z,T"y) = 吕 吕 区 z(t) — T™ y(t)| 


1A 


(AP" Am (b — a)" /nl) d(z,9). 


因为 对 任何 常数 入 有 ， im AQM" 地 一 a)"]/n! = 0, 这 样 我 们 始终 可 以 
选取 足够 大 的 自然 数 n 使 得 ，|Aj" ar 一 ao"/nl < 1. 因此 ，T" 是 压缩 
映射 ， 故 方程 (2.9.6) 在 C([a, 如 ) 上 有 唯一 的 解 . 


82.10 分 形 空间 


本 节 介绍 分 形 几 何 中 分 形 空 间 及 拼图 定理 的 建立 过 程 ， 以 此 领会 泛 函 分 
析 的 基本 思想 及 其 处 理 问题 的 方法 . 

定义 2.85 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 ，K(X) 是 X 中 非 空 紧 子 集 
的 全 体 ， 对 于 任意 一 点 ZE X 与 任 一 集 BE K(X), 定义 


d(x.B):= min{d(r,y): v ye€B}, 
称 其 为 x 到 B 的 距离 . 对 于 A，BE K(XX), 定义 
d(4,B):= max{d(z,B): v ze A}, 
定义 两 个 子 集 间 的 Hausdor 任 距离 为 
h(A,B) := max{d(A, B), d(B, A4)}. 


不 难 验证 h(4,B) 满足 通常 距离 的 三 个 条 件 ， 即 (KK( 外 ),h) 也 是 一 个 距离 空 
间 ， 称 (K(X),h) 为 X 上 的 分 形 (Fractal) 空间 . 

注 若 (X,d) = (BR?,q). 可 以 把 K(X) 想象 成 X 中 全 体 黑白 图 形 的 集 
合 ， 即 任意 一 幅 图 形 都 可 以 由 大 ( 针 ) 的 一 个 子 集 来 表示 ， 该 子 集 所 有 的 点 都 
是 黑色 的 ， 其 他 地 方 是 白色 的 ， 两 个 子 集 间 的 Hausdorf 距离 理解 为 两 幅 图 
形 之 间 的 距离 . 
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定理 2.86 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 ， (大 (六 ),h) 为 X 上 的 分 形 
空间 ， 则 
(1) 对 于 4，B Ee K(X), 存在 zoe A，yo € B, 使 得 


d(A, B) = d(xo. yo); 
(2) 对 于 zeEX,，4A,，BeKk(X)，BC 4, 则 
d(z, B) > d(z, A): 
(3) 对 于 A4，B EK(X), 一 般 来 说 
d(A, B) # d(B, A); 
(4) 对 于 4，B,，C eK(X)，BcC, 则 
d(4,B) > d(A,C); 
(5) 对 于 A，B，C Ee K(X), 则 
d(AUB,C)= max{d(4,C),d(B,C)}; 
(6) 对 于 A4，B，C e K(X), 则 
d(A,B) < d(A,C) + d(C, B); 
(7) 对 于 4，B，C，D e K(X), 则 
h(AU B,CUD) < max{h(4,C),h(B, D)}; 


(8) (KK( 革 ),h) 也 是 完备 的 距离 空间 若 {An} 是 (KK( 久 ),) 中 的 一 个 
Cauchy 序列 ， 则 对 于 4 = wim An 有 如 下 求法 : 


4={zeX: 存在 点 列 {zn: zne An} 且 zn 一 工 }. 


定义 2.87 设 映射 wk : X 一 X,， 让 二 1，2，…，nn 是 完备 的 距 
离 空 间 (X,d) 上 的 压缩 映射 ， 其 压缩 因子 分 别 为 st, = 1，2，…，m 令 


s 二 max{s1, 82,…, sn}, 则 称 {wk : 天王 1，2，…:，7?} 为 怀 上 的 一 个 
和 迭代 函数 系统 (IFS), 记 作 { 义 ; wl,w2,…,wn; 5}, 称 s 为 IFS 的 压缩 
因子 . 
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定理 2.88 设 (入 .d) 是 完备 的 距离 空间 ， (K( 关 ),h) 为 X 上 的 分 形 
空间 ， 妈 : 一 X 是 基本 空间 (X,d) 上 的 一 个 压缩 映射 ， 具 有 压缩 因 
子 s, 定义 映射 证: 大 (XI) 一 大 (外) 为 


全 (4) = {u(r): ze4}，Y4EK(X)， 
则 站 是 分 形 空间 (大 (站).h) 上 的 压缩 映射 ， 并 且 其 压缩 因子 也 为 s, 即 有 
h(i(A), E(B)) < sh(A.B), vA,BEeK(X). 


下 面 介绍 的 两 个 重要 定理 是 分 形 图 像 压缩 的 主要 原理 . 

定理 2.89 (分 形 庄 缩 映射 的 不 动 点 定理 ) 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 ， 
(K(X) ,站 为 (X,d) 上 上 的 分 形 空间 ，{X3; tt ani 3} 为 (X,d) 
上 的 一 个 迭代 蚌 数 系统 . 

(1) 若 定义 映射 五 : 大 (XX) 一 大 (X) 为 

Wi(A)= UU i(A), vAEK(X), 
k=1 

则 WW 是 分 形 空间 (大 (六 ).h) 上 的 压缩 变换 ， 并 且 其 压缩 因子 为 s, 即 就 是 满 


是 


h(W(A). WB)) < sh(A,B), YA,B Ee K(X). 
(2) 不 缩 映射 三 存在 唯一 的 不 动 点 A” e K( 义 ), 满足 


不 =TT(4) = UU Br(A'), 
k=1 


而 且 此 不 动 点 可 以 通过 迭代 而 得 到 ， 即 就 是 
4 "一 ,dim I"(B), Beéek(X), 


1 
其 中 W0(B)= B, 而 且 1"*(B)=W(W7-1(B)). 
例 2.90 设 关 = (R.qdi). {R,tw1,tw2} 为 迭代 函数 系统 ， 其 中 


. 1 2 
wi(2) = 了 wz(z) = 537 十 3 VzZEX， 


则 TFT(L4) = WW1(A) 十 2(A), 和 EK(XX) 为 具有 压缩 因子 s = 1/3 的 压缩 映 
射 苦 取 B=[0.1], 令 WT0(B)=B 且 WT"(B)=W(W"-1(B)), 则 不 难 
证 明 4 = ,im W"(B) 就 是 经 典 的 康 托 尔 三 分 集 . 
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定理 2.91 (拼图 定理 ) 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 ，(K(X), 户 ) 为 
(X,d) 上 的 分 形 空间 ， 对 于 给 定 的 集合 LE (全 ) 和 常数 = > 0, 如 果 能 i 
取 一 个 迭代 孙 数 系统 {X; wi,w2,…,wn; s} (0 < s < 1), 使 得 


则 


h(L,A*) < (1—s)-ih 人 U mm 区 二 2 
kl 1 一 3 


其 中 hh 是 Hausdor 任 距离 ， 而 4* 是 该 迭代 函数 系统 的 不 动 点 (或 称 为 吸引 
了 了). 
例 2.92 设 达 代 孙 数 系统 为 


1 1 1 
{a:; wi(z) = 37 w2(7T) = 27+ 3; 3 一 让 


它 的 吸引 子 为 [0, 1]. 申 于 


h 人 U ma] <s, 
k=1 


故 有 (LA*) < s/(1 一 s). 于 是 我 们 可 以 得 到 一 个 拼图 [0, 雪 上 [去 ,于 

注 对 于 给 定 的 一 个 分 形 ,如 何 求 得 以 它 为 吸引 子 的 某 个 迭代 函数 系 
统 IFS? 拼图 定理 定 东 地 的 解决 了 这 样 的 反问 题 ， 由 拼图 定理 可 知 ， 为 使 和 
代 函 数 系统 IFS 的 吸引 子 A* 与 给 定 的 集合 工 相似 或 相近 (在 Hausdorff 距 
离 下 ), 必须 使 得 集合 工 与 它 在 此 IFS 下 的 拼图 v Wk(L) 在 Hausdorff 距 
高 下 任意 接近， 在 这 里 ， 挤 图 过 程 可 以 认为 是 集合 并 的 过 程 ， 而 吸引 于 与 原 
给 定 集合 之 问 的 误 其 由 拼图 的 过 程 确定 且 由 拼图 定理 定量 地 给 出 . 
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泛 孙 分 析 研 究 的 对 象 之 一 是 数学 、 物 理 和 工程 中 提炼 出 来 的 大 量 线性 或 
非 线 性 问题 ， 为 了 有 效 地 研究 这 些 问题 ， 仅 有 距离 空间 的 概念 是 不 够 的 ， 本 
章 将 介绍 具有 代数 结构 的 一 类 空间 Banach 空间 ， 它 们 比 距离 空间 具有 
更 丰富 的 特性 . 

本 章 首先 介绍 线性 空间 的 概念 和 性 质 ， 在 此 基础 上 引进 赋 范 线性 空间 的 
概念 并 讨论 其 性 质 ， 特 别 地 ， 将 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 Banach 空间 ， 最 
后 考察 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 特性 . 


831 线性 空间 


定义 3.1 设 X 是 一 非 空 集合 ， 了 是 实数 域 及 或 复数 域 C, X 称 为 下 
上 的 线 间 ， 若 以 下 条 件 成 立 : 对 于 关 中 任意 的 两 个 元 素 z，y 有 唯一 的 
元 素 zEX 与 其 对 应 ， 称 :为 了 与 的 和 , 记 为 >=Z 二 2 又 对 于 XX 中 
任意 元 素 x 及 下 中 任 一 数 a, 有 唯一 元 素 EX 与 之 对 应 ， 称 4 为 数 a 与 
元 素 z 的 数 积 , 记 为 u = a x, 并 且 对 于 任意 的 rz，y，z EX, a, BEeF, 
上 述 的 加 法 与 数 乘 运算 满足 下 列 条 件 : 

(1) z+y=Yy+7; 

(2) (T+Y)+z2=7I+(y+2); 

(3) X 中 存在 元 素 0 使 得 对 任 一 ZE X,g+z=2Z, 称 0 为 X 的 零 元 ; 

(4) 对 任何 x € 让 ,存在 加 法 逆 元 一 z, 使 得 z 十 (一 x) = bi; 
A 
( 
( 


6) a(87) = (a B)z; 

7) (a+B)r=art+B8r; 

(8) a(r +y)=ar+t+ay. 
则 称 XX 是 数 域 R 上 的 线性 空间 . 特别 地 当下 为 实 (或 复 ) 数 域 时 ， 称 X 为 
实 (或 复 ) 的 线性 空间 . 

例 3.2 距离 空间 F" 、C*([a,9])、Ir([a,b])、 1? 和 IP([a,b)(p >1) 
按 自然 方式 定义 加 法 和 数 乘 都 是 线性 空间 . 

例 3.3 设 c:= {(z1.72.……): zn EF, nl Tn 存在 }. 类 似 地 ， 
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可 以 用 co 表示 下 中 收 剑 于 零 的 数列 全 体 构成 的 集合 ， 按 自然 方式 定义 加 法 
和 数 乘 ，c 和 co 都 是 线性 空间 . 

定义 3.4 设 怀 是 下 上 的 线性 空间 ，Mf 是 X 的 一 个 非 空子 集 . 如果 
对 于 任意 的 z，yEe M,a，93EeF, 就 有 az+8EM, 则 称 M 是 X 的 
线性 子 空间 (简称 子 空间 ). 

注 {90} 与 下 是 鲜 的 子 空间 异 于 {0} 和 关 的 子 空间 称 为 XX 的 真 
子 空间 . 

定义 3.5 设 义 是 FF 上 的 线性 空间 ，z EX 如 果 存 在 数 ol，a2，…， 
an E 下 ，zl，xz2，.……，xzrnEX, 使 得 


Z=alzrl 十 a27z2 十 … 十 anzZn) 


则 称 > 是 Z1，Z2，…，Zn 的 线性 组 合 . 
定义 3.6 设 针 是 FF 上 的 线性 空间 ，Z1，Z2，…，Zn € 义 , 如 果 
存在 不 全 为 零 的 数 ql1，Q2，…，an € F, 使 得 
QlT1+ Q272 二 :十 QnTn = 0, (3.1.1) 
则 称 向 量 组 TI1， 72，……， zn 是 线性 相关 的 , 否则 称 为 线性 无 关 的 , 即 若 
(3.1.1) 成 立 ， 必定 可 以 导致 Ql = a2 = … := an =0, 则 zl，72，.……，zn 
是 线性 无 关 的 . 


定义 3.7 ”如 果 在 线性 空间 苹 中 可 以 找到 n 个 线性 无 关 的 向 量 ， 而 任 
意 n 十 1 个 向 量 都 线性 相关 ， 则 称 为 n 维 线性 空间 . n 称 为 X 的 维 数 ， 
记 作 dim X = n. 如 果 对 所 有 的 自然 数 n, X 中 有 nn 个 线性 无 关 的 向 量 ， 则 
称 X 是 无 限 维 的 , 记 作 dim X = 十 co. n 维 线性 空间 XX 中 由 nn 个 向 量 组 
成 的 线性 无 关 向 量 组 称 为 X 的 基 . 

线性 空间 E" 是 有 限 维 空间 . {zn” : Ss 
C*([a,) 和 LP([a,]) 中 都 是 线性 无 关 的 ， 因 此 这 些 空间 都 是 无 限 维 空间 . 
类 似 地 ，en = (0,…,0,1,0,…,0), 其 中 第 个 分 量 为 1 其 余 全 为 0, 在 空 
间 LP?(p > 1) 中 也 都 是 线性 无 关 的 ， 因 此 i?(p > 1) 也 都 是 无 限 维 空间 . 

定义 3.8 设 4 是 线性 空间 X 的 子 集 ， 六 中 包含 4 的 最 小 线性 子 空 
间 ， 称 为 由 4 生成 的 子 空间 或 4 的 线性 包 , 记 作 span 4. 因此 ， 


n 
apmn4- (Dorn: ak EF, zk € A, k=1,2,.…,n, nen}. 
k=1 
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定义 3.9 线性 空间 X 的 一 个 子 空间 41 对 某 个 向 量 zo E 义 的 平移 
称 为 线性 流 形 或 仿 射 集 . 即 工 = 1+zro={zr+zro: ZEAM} 是 入 中 的 
线性 流 形 ， 其 中 Mf 是 六 的 子 空间 . 

线性 空间 X 的 要 本 人生 工 称 为 到 的 超 平面 . 即 工 = M +zo== 
{二 xo: EA}, 其 中 并 是 XX 全 空间 ?1 是 极 大 的 意味 着 除 
线性 空间 X 本 身 外 没有 其 他 的 子 空间 包含 

例 3.10 R3 中 不 Se R2 中 的 超 平 
而 是 直线 ; Re 中 的 超 平 面 是 乎 面 . 

定义 3.11 设 共 是 线性 空间 ，z,yEAX、4C 邱 .集合 


Lzy):= {Ar+(l-A)y: 0<A<1)}, 


称 为 以 x.y 为 端点 的 区 间或 线段 . 记 作 L(z,y). 车 对 于 任意 的 rz,VEX 及 
数 al0 < a <1). 划 有 ar++(1 一 Qa)y € 4. 则 称 4 为 人 中 的 一 个 凸 集 . 
Qar 十 (1 一 a)y 称 为 x 与 y 的 凸 组 合 . 

定义 3.12 设 太 与 是 同一 数 域 下 上 的 线性 空间 ，T: XX 一 Y. 
如 果 对 于 任意 的 ae、2ER 和 任意 的 T，y € 六 ,满足 下 述 受 加 原理 : 


Tlar+3y)=aTr+3Ty. 


则 称 了 为 线性 映射 、 线 性 算 子 或 线性 变换 . 特别 地 ， 当 》 =F 时 ， 称 线性 
算 子 了 为 线性 泛 函 . 

定义 3.13 设 总 与 y 是 同一 数 域 下 上 的 两 个 线性 空间 . 若 卫 : XX 一 
Y 是 一 个 线性 映射 旦 是 双 射 ， 则 称 了 为 入 到 的 线性 同 构 映 射 , 这 时 称 
尺 与 Y 线性 同 构 . 

例 3.14 在 Rn 中， 取 a = (a1， 42,…，an), 对 于 任意 的 x= (zl1， 
T2，……pyTn) ER". 


f(7) = D akzk 
k=1 


确定 了 一 个 线性 泛 十 . 
例 3.15 在 C([a.a) 中 ， 由 定 积分 


b 
f(z) = / rlt)dt, reCl(la,b)) 
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例 3.16 对 于 任意 的 z = (zl;z2……,zn…) El， 灰 (z) = Tk, k= 
1，2，… 确定 了 LP 上 的 一 些 线性 泛 卫 . 


83.2 ” 赋 范 线性 空间 与 Banach 空间 


定义 3.17 设 X 是 数 域 耻 上 的 一 个 线性 空间 ， 如 果 对 于 X 中 每 个 元 

素 z, 按照 一 定 的 法 则 对 应 于 一 个 实数 jzl, 而 且 对 于 任意 的 z，2% E 站 和 
述 三 条 范 数 公理 被 满足 ， 

(1) 下 定性， lzll > 0 而 且 lzll = 0 亿 z= 全 

(2) 绝对 齐 次 性 :llazll = lal lzll 

(3) 三 角 不 等 式 :lz + yl < zl 二 ll: 
则 称 (X,||: | 为 赋 范 线性 空间 ，||lz|| 称 为 元 素 z 的 范 数 ， 通 常 ， 在 范 
数 已 被 理解 的 情况 下 ， (六, 省.) 可 以 简单 记 作 和 ， 在 赋 范 线性 空间 六 
中 ， 我 们 可 以 用 d(z,y) = lz 一 如 , 定义 元 素 z 与 9 之 间 的 距离 ， 显 然 ， 
(X, 中 -中 成 为 一 个 距离 空间 ，X 中 的 点 列 {zn} 在 X 中 收敛 于 点 z, 是 指 : 
dznz) = zn 一 Tl 一 0(n 一 十 00). 自然 地 称 {Zn} 依 范 数 收敛 于 Zz， 有 
时 也 称 {wn} 强 收 化 于 z, 记 作 lim_zn = Zz, 或 {zn} 名 x(n 地 十 00)， 

注 

(1) 范 数 zl| 是 ze XX 的 连续 函数 ， 其 次 ， 若 {Zn} C X 依 范 数 收 全 
于 7zEX, 则 则 llznj 有 界 ， 可 以 证 明 


lz = lyll zi -yl vx, yexX. 
因此 对 X 中 的 元 素 zn (n = 二 1，2，……) 及 x, 恒 有 
Hz = fizlll < lien — ool. 


故 当 ,im llzw 一 2 二 0 时， 有 lznll 一 人 zl 一 +00)， 因 此 ， 范 数 


jizll 是 x 的 连续 函数 ， 巾 zn 一 人 zll (ma 一 +oe) 可 知 ， {zn 上 } 有 界 ， 
(2) 设 zn，yn (n=1，2，…)，Z，Y EX, 而且 Zn 一 T， 加 一 人 
8 (人 +oo), 则 zn 十 yr 一 工 十 Y (n 一 十 co). 这 由 不 等 式 


lzn + yn — (z+) < zn — zl + yn — ll, 


立即 可 得 . 


“92 应 用 证 函 分 析 


(3) 设 数列 {fan} 一 a(n 二 十 20),Tn(n=1，2，…) 及 ZX 都 是 XX 
中 的 元 素 并 且 zn 一 工 (n 一 十 co), 则 anzn 一 ”az (n 一 二 oo). 因为 


llanzn 一 azll < llanzn -anzll+llasz 一 azl 


lanl lizn 一 zl + lan — Ql llzll. 


由 


以 及 {lan|} 的 有 界 性 ，|lzn 一 zl 一 0(n 一 +oo)，|an 一 al 一 00 一 
十 oo), 立即 可 得 . 

定义 3.18 ”如 果 赋 范 线性 空间 (X,‖. i 中 的 点 列 {zn} 满足 Cauchy 
条 件 ， lim zm 一 Znl| = 0, 则 称 {zn} 为 (和 ,| 中 的 Cauchy 点 


mmn2+o0 


列 或 基本 点 列 . 若 X 中 所 有 的 Cauchy 点 列 垣 收敛 ， 则 称 X 是 完备 的 ,而 
且 称 (X,| .用 为 Banach 空间 . 

注 “收敛 点 列 必 为 Cauchy 点 列 ， Banach 空间 中 的 Cauchy 点 列 都 收 
敛 ，Banach 空间 正 是 使 得 Cauchy 收敛 原理 成 立 的 赋 范 线性 空间 ， Cauchy 
收敛 原理 表明 是 Banach 空间 . 

例 3.19 空间 R” 是 Banach 空间 . 

证 明 在 R" 中 定义 元 素 了 = (Zz1,Z2,… ,Zn)，Y 三 ( 妇 ,VY2,"… Vyn) 的 
相 加 与 数 乘 为 


Z 十 y := (zi1+ ,72+ yo, Tn + Yn), 


ar := (QT1, QT2, ,QTn), 


则 R” 是 一 个 线性 空间 ， 存 R” 中 定义 范 数 


了 1/2 
lizllz := 3 af) > 
=] 


则 R” 构成 一 个 赋 范 线性 空间 . 这样 引入 的 范 数 称 为 欧 几 里 得 范 数 , 所 形成 
的 空间 称 为 欧 几 里 得 空间 . R* 中 的 强 收敛 等 价 于 技 坐标 收敛， 而 且 及” 是 
Banach 空间 . 

例 3.20 

(1) 空间 如 (1 < p < 二 >) 是 Banach 空间 .对 于 任意 的 z = (zlz2,… 
Y= ( 轴 ,y2,…) € 1?, Qa € 下, 定义 加 法 和 标量 乘法 为 


T+Y:= (Tz1+,r2+ Yn) aT := (aT1, a 72 ). 
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在 刀 中 定义 如 下 的 范 数 : 


十 ee 1/p 
llzll。 := (E mp) 
k=1 


可 以 证 明 (1?, 上 :jp)(1 < p< +oo) 是 Banach 空间 . 
(2) 空间 LP([a,9]) (1 < p< 十 0) 是 Banach 空间 . 在 ZP([a, 如 ) 中 定 


义 如 下 的 范 数 : 
b 1/p 
lzlls := I/ torad| 


可 以 证 明 (ZL?, 上 jp)(1 < p< +oo) 是 Banach 空间 . 

例 3.21 连续 函数 空间 C([a, 儿 ) 是 Banach 空间 . 

证 明 在 C([a, 串 ) 中 ， 定 义 元 素 z(t) 与 y(t) 的 相 加 以 及 标量 a 与 元 
素 z(t) 的 相 乘 为 


(Zz +) := 7(t) + Y(t), (ar)(t) := azlt), 
容易 知道 ， C([a, 如 ) 是 一 个 线性 空间 ， 再 在 C([a, 问 ) 中 定义 范 数 
lls = ma (ON =(0 € Co), 
可 以 证 明 (C([a, 肿 ), 由 -wo) 是 一 个 Banach 空间 . 


例 3.22 [a,8] 上 所 有 有 界 变 差 函数 全 体 记 作 BV(la,t). BV([a, ]) 
按照 通常 方式 规定 线性 运算 构成 线性 空间 ， 对 于 每 个 有 界 变 差 函数 z(t), 令 


lzl = |z(o)| + Ve(z), 


其 中 V2(z) 表示 函数 z(t) 在 [a,8] 上 的 全 变 差 ， 则 上 | 是 一 个 范 数 ， 可 以 
证 明 (BV([a, 切 ),| :1 是 一 个 Banach 空间 . 

例 3.23 空间 C*([a, 冲 ) 是 Banach 空间 . 这 里 C*([a, 串 ) 表示 在 [a 
上 具有 直到 不 阶 连续 导数 的 一 切 函 数 构成 的 集合 。 CA([a, 如 ) 中 的 加 法 、 数 
乘 同 例 3.21, 于 是 C*([a, 可 ) 是 一 个 线性 空间 . 在 C*([a, 如 ) 中 定义 如 下 的 范 
数 ， 


大 
we, 加 (0) (1) = 大 、 
(=D sO #0 -ee ce 
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则 (C*([a, 如), 届 -| 是 一 个 赋 范 线性 空间 , 而 且 在 CA([a, 中 ) 中 {zn(t)} 强 收 
敛 于 rz 人 t) 等 价 于 zn(t) 的 直到 人 有 阶 导数 分 别 一 致 收敛 于 z(t) 的 相应 导数 . 
可 以 证 明 CA([a, 中 ) 是 一 个 Banach 空间 . 

注 “ 对 于 赋 范 线性 空间 ， 都 可 以 由 范 数 引入 距离 ;， d(z,y) = 一 引 ， 
使 其 成 为 距离 空间 ， 并 且 这 个 距离 一 定 满足 条 件 


d(z,y) = d(r —y,0). dlaz.0) = |ald(z,0). (3.2.1) 


自然 问 ， 一 般 的 距离 空间 都 能 成 为 赋 范 线性 空间 吗 ? 因为 在 一 般 的 距离 空间 
中 元 素 之 间 并 不 一 定 有 线性 运算 ， 因 此 ， 一 般 的 距离 空间 不 一 定 是 赋 范 线性 
空间 ， 具 有 线性 运算 的 距离 空间 称 为 线性 距离 空间 ， (3.2.1) 式 是 线性 距离 
室 间 成 为 赋 范 线性 空间 的 充分 必要 条 件 ， 但 应 当 注意 ， 线 性 距离 空间 中 的 距 
离 不 一 定 都 满足 (3.2.1) 式 . 
例 3.24 所 有 数列 构成 的 线性 距离 空间 s 不 能 成 为 赋 范 线性 空间 . 
证 明 因为 s 中 的 距离 为 


to NE 
d(xr.y)= > 和 lz yr) 
k= 


1 2 1+ lk — yxkl 
取 z= (1.1.…')，0= (0.0.…), 则 
YY 1 
27 = (2.2,….)， d(x 0 =- rri- 3 
1 2 
dan0) = DTT 
由 此 可 以 得 到 


d(27.0) #2d(z,0). 


故 空间 s 按 上 述 距离 构成 的 线性 距离 空间 不 能 成 为 赋 范 线性 空间 . 
在 赋 范 线性 空间 入 中 可 以 研究 无 穷 级 数 


十 2c 
mx=ZI 二 zZ2 十 十 Zn 十 (3.2.2) 
k=1 


其 中 zk E XX. 如 果 (3.2.2) 的 部 分 和 


Sn = ZT1+ rT2+ + rn, 
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收 剑 ， 即 存在 z E 站, 使 得 S。 一 z(n 一 十 co), 则 称 z 为 级 数 (3.2.2) 的 
和 , 记 作 z 三 六 

定理 3.25 

(1) 设 X 是 Banach 空间 是 关 的 子 空间 则 YY 自身 是 Banach 
空间 的 充分 必要 条 件 是 Y 为 义 的 闭 子 空间 . 

(2) 设 X 是 Banach 空间 且 级 数 


十 oo 
> llzkll = jlzall + lz2ll + :7 + enll 十，… (3.2.3) 
k=1 
收敛 ， 则 级 数 
未 
Dz = rte2+ .+rnt+.- (3.2.4) 
k=1 
收敛 且 
十 co 十 oo 
zy) < Shel. 
Ik=1 | k=1 


此 外 ， 如 果 在 一 个 赋 范 线性 空间 X 中 ， 当 任意 无 穷 级 数 (3.2.3) 收敛 时 必 可 
以 推出 级 数 (3.2.4) 收敛 ， 则 空间 X 一 定 是 Banach 空间 . 

证 明 (1) 的 证 明 是 平凡 的 ， 仅 证 明 (2). 设 级 数 (3.2.3) 收敛 且 级 数 
(3.2.4) 的 前 m 项 和 为 Sn = zl 十 za 十 …: 十 zn 对 于 任意 的 自然 数 p, 有 


Sutp — Snll 
= |lzn+l 十 Zn+2 十 … 十 Zn+p| 
< zntill + lznt2ll+ :+ lentpll: 


因为 级 数 (3.2.3) 收敛 ， 因 此 {Sn} 是 Cauchy 点 列 ， 但 因 XX 是 完备 的 ， 因 
而 级 数 (3.2.4) 收敛 ， 又 因为 有 不 等 式 


在 其 两 边 令 m 一 十 co, 则 有 


[DE < llzxll. 


k=1 1 k=1 
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此 外 ， 假 设 空间 XX 中 任意 级 数 (3.2.3) 收敛 时 必定 可 以 推 知 级 数 (3.2.4) 收 
敏 . 取 X 中 的 任 一 Cauchy 点 列 {Zn}. 我 们 从 {Zn} 中 选取 子 列 {znk}, 使 
得 

1 


en zm) < 3 k= 1 2 … 


士 oc 
于 是 级 数 它 lzns+t 一 Znsll 收 仇 ， 所 以 级 数 


++oc 
zn + D (rniy — Lng) 
k=1 
= Tmt (Tn — Tm) + + (Tners 一 Znk) 十 … 


必定 收敛 ， 其 前 p 项 的 部 分 和 是 zn,, 可 以 设 zn, 一 ? z (P 一 十 00), 于 是 ， 
存在 {zn} 的 一 个 子 列 {zwx} 收 伊 ， 由 于 {zn} 是 Cauchy 点 列 ， 对 任意 的 
<E > 0, 存在 自然 数 N, 当 m，n > N 时 ， 有 jjzn 一 zmll < es, 因此 ， 对 于 
充分 大 的 人 ,llzn 一 znx| < =. 在 上 式 两 端 让 大 一 十 00, 则 当 n > N 时 ， 有 
llzn 一 zl < es, 所 以 {zn} 收敛 ,这 就 说 明 X 是 完备 的 . 

定义 3.26 ” 设 X 是 一 个 无 限 维 的 Banach 空间 , 点 列 {en: ne 
N} CX. 若 X 中 的 任何 一 个 元 素 z 都 可 以 唯一 地 表示 为 


十 oo 
z= Dékek, 
k=1 


其 中 Ek 为 仅 与 zx 有关 的 标量 ， 而 右 端的 级 数 依 苹 中 的 范 数 收敛 ， 则 称 
{en: neEN} 为 X 的 一 个 Schauder 基 . 

例 3.27 令 铸 =1P(1 <p<+o0). 设 el= (1,0,0,…)，ez = 
(0,1,0,…), …， en 二 (0,…,0,1,0,.…)，en 的 第 n 项 为 1, 而 其 余 各 项 
全 为 0. 则 {en} 是 IP 的 一 个 Schauder 基 . 

证 阴 设 z= (61,€2,…,&k,…") ElP, 则 
| n 
ED 

k=1 


(0,.…*,0, én+1, En+2,.…°) 


+o0 
( > en] 一 0(n 一 十 co). 


k=n+1 


n 十 oo 
2 ek= ek: 
T 2 人 大 a 大 
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其 次 ， 如 果 z 还 可 以 表示 成 工 二 这 cis 其中 有 端的 级 数控 中 的 苑 数 收 
敛 , 于 是 ， ns 向 不 等 式 


Beels 


; 


n 
后 z— Dek 
大 =1 


可 知 ， 当 n 一 十 oo 时 ， | oe Eeek| 一 0, 即 
1 =1 


n 1/p 
位 Iéx — er) — 0. 
k=1 


故 &k 二 (二 1，2，…), 这 说 明 工 的 表示 是 唯一 的 , 因此 {en} 是 1 人 ?的 
一 个 Schauder 基 . 

注 

(1) 车 空间 X 有 Schauder 基 ， 则 X 是 可 分 的 . 

因为 


-人 we: Tk (二 1，2，…，n) 为 有 理 数 ， ns， 
k=1 


是 可 数 集 且 在 苹 中 稠密 ， 故 X 是 可 分 的 . 

(2) 任 一 可 分 Banach 空间 不 一 定 存在 Schauder 基 . 

1973 年 Per Enflo 构造 了 一 个 不 具有 Schauder 基 的 可 分 Banach 空 
间 . 

(3) 任何 赋 范 线性 空间 必定 存在 完备 化 空间 ， 一 个 赋 范 线性 空间 的 所 有 
完备 化 空间 互 由 等 距 同 构 ， 因 此 本 质 上 是 唯一 的 . 


83.3 ”有 限 维 赋 范 线性 空间 
定义 3.28 设 |- 员 h 和 |: lz 都 是 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 ， 如 果 它 
们 能 够 定义 相同 的 收敛 性 ， 即 
llzn = zl 一 > 0 (n 一 +co) < |zn 一 zl 一 0(n 一 +oo). 


则 称 | .| 和 -||2 是 等 价 的 . 若 对 于 X 中 的 任意 点 列 {zn}, 当 |lznll 一 > 
0(n -+oc) 时 ， 有 |lzalla 一 0 (n 一 十 oo), 则 称 范 数 上 -| 比 范 数 上 | lz 
强 . 


会 数据 加 载 失 败 ， 请 稍 后 重 试 ! 
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n 


对 任意 一 个 了 EX, 有 = Dzkek, 从 而 有 


n n 1/2 n 1/2 
llzll < > lzxl llerll < (Si) 位 le 三 allzll>， 
k= 大 一 1 k=1 


其 中 ，a = pa |lekl7 2 因为 {e1,e2,…,en} 是 X 的 一 个 基底 ，ek 天 


0 二 1，2，…，n), 故 ek > 0, 下 = 1，2，…，n. 因而 a>0, 令 
C1 = 1/a, 则 对 任意 的 ze XX, 垣 有 Ca lz < zl. 
我 们 可 以 建立 X 到 R” 上 的 一 一 对 应 关系 : 


bs mie) = (zl1,72.……,Zn)， 

=1 

在 R" 上 定义 一 个 聘 数 

= lzll. 


f(€) = fl(z1, 2,* =| > zx er 
k=1 


对 函数 1(&), 先 证 明 下 面 两 点 
(1) f(8 在 R” 上 是 连续 的 . 
对 于 R” 中 的 任意 两 点 € = (zlyz2……,zn)， 刀 一 (1,y2 9 Yn) XX 
中 相对 应 的 两 点 为 


nt i 
T= Drkek, Y= dykek, 
k=l 大 一 1 


于 是 有 
1 FD) = Hello < hey = | (ee me 
n 1/2 /2 
< (Shu) 全 lep) 


1/: 2 
lx 一 up) = alE- 咱 


ol 


因此 ， j(5) 在 R" 上 连续 . 
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(2) 设 R" 的 单位 球面 为 


n 1/2 
二 eh :Ih ER kl, 2, ny 位 ia] 沁 中 
k=1 


下 而 说明 广东 5 上 取 值 总 大 于 某 个 正 的 常数 了 即 当 5e 5 时 有 ， f(€) > 
3 > 0. 设 上 = (zlr2 an) € 5. 则 Tan 不 全 为 零 ， 由 于 
feiea cnj 是 只 的 一 个 基 ， 故 了 = = 之 ZkEk 关 0, 因此 ， lzl| = 


| > f= >0.4 3 = af f(8), 下 面 证 明 3 > 0 内 


为 5 是 BR" 中 的 有 鼻 例 集 ， 所 以 5 是 紧 集 ， 而 在 紧 集 上 的 连续 函数 必 取得 
最 小 值 ， 故 存在 So € 5. 使 得 FSo) = -六 又 因为 FE) 在 S 上 取 值 均 大 于 
零 ， 故 了 > 0. 

对 于 六 中 的 任 一 非 夫 元 素 Y== XkEk. 令 


其 中 改 = /(E mp 故人 aa € 5, 而 且 


人 =1 


仿 C5 = 1/+. 则 有 
n 1/2 
|lzla = (> pe] < C2 lizll. 
k=1 


这 样 就 证 明了 在 在 Ci， C2 > 0. 使 得 对 于 X 中 任意 一 点 工 一 号 me 始 
终 成 立 不 等 式 。 Ci sizia 和 Callzl， 

定义 3.31 (线性 拓扑 同 构 ) 设 X. 部 是 赋 范 线性 空间 ，T : 和 一 工 . 
如 果 下 面 两 个 条 件 满足 ， 
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(1) 工 是 从 XX 到 六 的 线性 同 构 映射 ; 

(2) 了 及 了 -1 都 是 连续 映射 . 
则 称 赋 范 线性 空间 X 与 了 线性 拓扑 同 构 . 

推论 3.32 上 所 有 nn 维 赋 范 线性 空间 都 线性 拓扑 同 构 , 更 精确 地 说 ， 
n 维 赋 范 线性 空间 X 与 及 ”或 C? 线性 拓扑 同 构 . 

证 明 任 取 六 中 的 一 个 基 {e1,e2,….en}, 设 z= mer EX 


将 (Zlz2，… J 及" 或 C" 中 的 点 ， 作 X 到 Rn 或 cn 的 映射 
T: Tr= (Ei .Zn). 显然 了 是 六 到 R" 或 C" 上 的 线性 同 构 映 
射 ， 于 是 了 -1 存在 ， 对 任何 zr，2 E 闵 , 根据 等 价 范 数 定理 可 知 存在 常数 
Cl，C2 > 0, 满足 下 述 不 等 式 


Cilz-yl < ITr -Ty sg C2lz— ll. 


分 设 {zm} C X 收 化 于 zo € X, 则 有 :，|Tzm 一 Tzoll < Cz |izm 一 zol. 
故 {人 Tzm} 收敛 于 Tzo, 即 了 连续， 同样 可 以 证 明 T-! 也 是 连续 的 ， 故 XX 
与 Rn 或 C" 线性 拓扑 同 构 . 

推论 3.33 

(1) 任 一 n 维 赋 范 线性 空间 必 为 Banach 空间 ; 

(2) 任 一 赋 范 线性 空间 X 的 有 限 维 子 空间 必 为 Banach 空间 ， 因 而 是 
X 的 闭 子 空间 ; 

(3) 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 的 有 界 闭 集 是 紧 集 . 

定理 3.34 (Riesz 引 理 ) 设 Y 是 赋 范 线性 空间 X 的 真 闭 子 空间 , 则 对 于 
任意 给 定 的 = > 0, 恒 存在 xo < X，|lzol| = 1, 使 香 不 等 式 jz -zoll > 1 一 e 
对 一 切 z EY 成 立 ， 也 就 是 


inf{llz 一 zol: zeEY}>1-e. 


证 明 因为 也 是 X 的 真 闭 子 空间 , 故 存在 le 太一 了. Sd= inf liz- 
zi、 因为 多 是 X 的 闭 子 空间 ， 故 d > 0. 这 是 因为 如 果 d = 0， 出 存 在 
{zr} CTY,lza 一 za 一 4=0(n 一 +oo), 也 就 有 2 一 ZE 了 一 了 这 
与 zl YY 牙 盾 . 现在 任意 选取 0 < = < 1, 于 是 d/(1 一 <e) > d, 根据 下 确 界 的 
定义 ,存在 zi EY, 使 得 |z1~x4| < GAGE 一 s), 再 令 zo = zz/ 一 到 
则 jjzoll = 1, 并 且 对 任 - x E Y, 我 们 有 

I1— 


1 Ri 
le -ro = rn Re hl le le + 1) zill, 
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由 于 llzl 一 zz 二 2 EY. 故 
lr 一 2 和 十 z0) -zll>a, 


于 是 
llz -zoll > [| >1~-&e. 

定理 3.35 ” 若 赋 范 线性 空间 X 中 的 单位 球面 是 紧 集 ， 则 X 是 有 限 维 
的 . 

证 明 ”用 反 证 法 来 证 明 . 设 X 是 无 限 维 的 , 令 5S := 51(0) = {z : 
上 zl = 1} 为 单位 球面 ,选取 x1 € 5, 令 半 = span{z1}, 则 六 是 1 维 闭 子 
空间 ， 由 Riesz 引 理 ， 存 在 rz € 5, 使 得 对 任意 yeE ,ly 一 zz > 1/2. 设 
= span{xi.z2}, 则 了 5 是 2 维 闭 子 空间 ，Y】 关 六 ,再 由 Riesz 引 理 ， 存 
在 z3E 5, 使 得 对 任意 的 y EY2,|y 一 za > 1/2. 用 数学 归纳 法 ， 可 以 找到 
点 列 {Zn : n EN}C 5S, 使 得 当 m 关 nn 时 ，jzm 一 Znj| > 1/2, 此 点 列 的 
任 一 子 点 列 都 不 是 Cauchy 列 ， 因 而 没有 收敛 的 子 点 列 ， 这 与 S 为 紧 集 的 假 
设 矛 盾 ， 因 此 X 是 有 限 维 的 . 

推论 3.36 ”对 赋 范 线性 空间 X, 下 述 几 条 等 价 ， 

(1) X 是 有 限 维 的 ; 

(2) 愉 中 的 单位 球面 是 紧 集 ; 

(3) X 中 的 单位 闭 球 BB(0,1) = {zeX: jlzl| < 1} 是 紧 集 ; 

(4) 中 所 有 的 有 界 闭 集 是 紧 集 . 
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一 个 重要 的 Banach 空间 类 是 Hilbert 空间 类 , 它 的 主要 特征 是 范 数 具有 
同 空间 的 代数 结构 相 联 系 的 很 有 用 的 某 些 附加 性 质 ， 本 章 将 介绍 此 类 空间 ， 
通过 自然 的 类 比 ， 将 通常 的 几何 概念 ， 比 如 角度 、 垂 直 等 等 都 引进 到 此 类 空 
间 中 来 ， 在 此 基础 上 建立 Hilbert 空间 上 的 Fourier 分 析 理 论 . 


54.1 ”内 积 空间 的 基本 概念 


定义 4.1 设 义 是 数 域 F 上 的 线性 空间 . 若 存 在 映射 (,) : XxX 一 
卫 满足 下 述 三 个 条 件 ， 对 于 任意 的 z，y，z EX,a, BEeRF, 

(1) 对 第 一 变 元 的 线性 : (az + By,z) = a (7,2) +B(y,2); 

(2) 共 思 对 称 性 : (zx,y) = (y, 27); 

(3) 正定 性 ， (zx,z) > 0; 而 且 (x,7)=0< 和 7=0; 
则 称 (,) 是 X 上 的 内 积 (inner product) , 并 称 (X,(.，)) 为 内 积 空 间 . 
通常 ， 在 内 积 已 被 理解 的 情况 下 ， (X, (-，)) 可 以 简单 记 作 羡 . 当 卫 为 实数 
域 时 称 为 实 内 积 空间 ; 当 下 为 复数 域 时 称 为 复 内 积 空间 . 由 (1) 和 (2) 可 
以 推出 内 积 还 具有 以 下 性 质 : 

(4) 对 第 二 个 变 元 的 共 纯 线性 : (z,ay + 82) = a (ry +6(r,2); 

(5) (z,0) = (0,y) =0. 

例 4.2 设 半 = R", 定义 内 积 为 


(Z,9) := DEYE, VT= (T7207 Tn), Y= (VY EX 
k=1 


容易 验证 (R".(…，)) 是 一 个 实 内 积 空间 . 
例 4.3 设 针 =C", 定义 内 积 为 
(人 2 := 2 TE, VY= (77Z2 Zr， 一 (2 or) EX. 
人 =1 


容易 验证 《C", (，)) 是 一 个 复 内 积 空间 . 
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例 4.4 设 X 是 实 刀 空间 定义 内 积 为 


x 
(2 := DO IY Vi= (2 Y= (Yo) EX. 
人 1 


由 H5lder 不 等 式 ， 上 式 中 右 端的 级 数 是 收 分 的， 并且 容易 验证 (12, (，)》) 是 
一 个 内 积 空 间 ， 当 X 是 复 12 空间 时 ， 定 义 内 积 为 


(7.2) := Tim Vr= (zr), Y= (Ny, ) EX， 
k=1 


容易 验证 (12.(…)) 是 一 个 内 积 空间 . 
例 4.5 设 X 是 实 工 (Q) 空间 ， 定 义 下 述 内 积 : 
(9 = /09 a YA os 
E23 


由 Hlder 不 等 式 ， f(t)glt) 是 可 积 的 ,并且 容易 验证 (2(O), (，)) 是 一 
内 积 空 间 ， 当 X 是 复 L2(Q) 空间 时 ， 此 时 定义 如 下 的 内 积 : 


9 = {VND vhse LO). 


容易 验证 (L2(D), (…，)) 是 一 个 内 积 空间 . 
$4.2 ”Hilbert 空间 
定理 4.6 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 设 (X,(，)) 是 一 个 内 积 空间 ， 
则 对 于 任意 的 TY，y € 入, 恒 有 
(x. Wh < (zr.7) (y, y). (4.2.1) 


证 明 当 y=0 时 (4.2.1) 式 显 然 成 立 当 y 关 0 时， 由 内 积 公理 ， 对 
于 任意 的 a EF 都 有 


0< (zr -ayr—ay)= (7.7) -a(y,7) -a(r,y) + lol (yy)- 


- 式 中 令 a 二 2 办. 就 会 有 
在 上 式 中 令 二 "就 会 和 有 


人 人 _ (yr)(r,y) | lr, WP, 
人 yy Wy ly, wh 9) 
[Ea 
(zz) 一 [Cr 
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故 (4.2.1) 式 成 立 . 

定理 4.7 设 羡 是 内 积 空 间 , 对 于 任意 的 x € X, 定义 |z| := V(z, 7)， 
则 贞 - 上 是 关上 的 一 个 范 数 ， 等 价 地 说 ， 对 于 任意 的 Zz，y E 关 ，a EF, 有 

(1) 正定 性 : zl > 0; 而 且 zl = 0 和 > z = 0: 

(2) 绝对 齐 次 性 : llazll = lal llall: 
:z+ yl < lzll + lyll: 
人 * 间 是 赋 范 线性 空间 ， 但 赋 范 线性 空间 是 距离 空间 ， 因 
此 ， 我 们 在 赋 范 线性 空间 和 距离 空间 中 考察 的 定义 、 概 念 和 得 到 的 结论 也 都 
适用 于 内 积 空间 中 ， 类 似 于 Banach 空间 ， 引 入 下 述 定义 . 

定义 4.8 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 , 等 价 地 说 , 一 个 Banach 

空间 区 称 为 Hilbert 空间 ， 如 果 在 六 上 存在 一 个 内 积 (……), 使 得 X 上 的 

福地 是 南 关 时 式 J 二 人 省 义 的 范 数 . 

例 4.9 R" (或 C") 是 Hilbert 空间 . 

证 明 设 zk = (全 的 的 )， 大 = 1，2，… 是 Rn 中 的 
Cauchy 点 列 ， 即 对 于 任意 的 < > 0, 始终 存在 自然 数 ro, 当 大 ，! 二 rio 时 ， 
就 会 有 


e> | 一 zl= [ee)2 + + (EH) — E00) (4.2.2) 


则 有 


大 l 
EO -Es< lezl<e, i=1, 2 pm 


是 及 中 的 Cauchy 点 列 ， 从 而 由 实数 的 完备 性 知 ， 存 在 5i € R, 使 得 


(k) 
9 
因此 z= (61,62,… ,6n) E 有 在 (4.2.2) 中 令 1 > 十 oo, 则 当 上 > no 时， 


有 


=6, i=1, 2, ,nNn. 


[各 一 2 二 (的 一 人 12 < e, 
即 ||zk 一 zj < e, 故 Ai llzk 一 z= 0, 也 就 是 说 ， im Tk 二 7 因 
此 ， R” 是 Hilbert 空间 . 同 理 可 证 C" 是 Hilbert 空间 . 
例 4.10 12 是 Hilbert 空间 . 
证 明 设 {zn} 是 马 中 的 Cauchy 列 ，zn = (€(" ,E49 Eo 
因而 对 于 任意 的 < > 0. 存在 自然 数 no, 当 n，m > no 时 ， 就 有 


1/2 
I ol (三 - |) <e， 


大 一 1 
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因此 ， 对 于 任意 的 及 EN. Je - ED| < s, 这 就 说 明了 {人 : neN} 
是 Cauchy 点 列 . 根据 实数 和 复数 的 完备 性 知 , 存在 & & R (或 者 6 & C)， 
使 得 El) 一 6 大 = 1，2，. 令 工 = {61,62,…}. 对 于 任意 的 se N， 
当 m，m > no 时 ， 有 


和 
-PE -ee 
k=1 


令 兄 二 十 o0. 当 n>no 时 ， 有 


(etm)p (n) 
im ba -Ek -bP <e?. 
但 上 式 对 任何 自然 数 s 都 是 成 立 的 ， 因 此 当 n> no 时 ， 
十 oo 
Dl -el < ae. 
k=] 
因此 ，zn 一 了 EL 故 7= (7 一 Zn) 十 Zn el12 而 且 当 n> no 时 ， 
llzw 一 | < ,也 就 是 说 ,lim lien 一 zl| = 0, 即 lim zn = ,这 就 说 明 


12 中 任何 Cauchy 点 列 都 收敛 ， 故 /2 是 Hilbert 空间 . 
例 4.11 (1) Z2([a.) 是 Hilbert 空间 ， ZL2([a, 如 ) 上 的 内 积 为 


b a 
.9=/ 195d 


如 果 令 


1f 


4={f: 1 在 [a,] 上 绝对 连续 ,/, 守 EL*(le), f(a) = f(b) =0}- 


则 4 是 L2([a. 问 ) 的 黎 密 子 空间 ， 在 4 上 可 以 定义 如 下 的 内 积 : 
df d 
(oa 人 人 + (到 请) 
(4,《,*)4) 是 一 个 Hilbert 空间 . 但 4 在 Z2([o, 如 ) 的 内 积 下 不 是 完备 的 . 
(2) 设 员 是 R3 的 开 子 集 ， CSe(Q) 表示 9 上 具有 紧 支 集 的 无 限 可 微 
复 人 沿 数 空间 ， 定 义 


,90f60g9 af 区 af 
(f,9) = -人 (an 5+ 直列 + 盐 列 + 臣下 | dzdyd> 
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则 (Ce (9), (，)) 是 一 个 内 积 空 间 ， 此 内 积 诱导 的 范 数 为 
II= (AP+IvrPazdydz) 


在 此 范 数 下 CP(O) 不 是 完备 的 ， 它 的 完备 化 空间 二 (9) 称 为 Sobolev 空 
间 . 

设 X 和 均 是 数 域 下 上 的 内 积 空间 ， 线 性 算 子 了 : 久 -人 了 称 
为 内 积 同 构 算 子 . 如 果 它 是 一 一 对 应 的 ， 而 且 对 于 任意 的 zx， E X， 有 
(Tz,Ty) = 人 (7, 功 如 果 和 和 了 之 间 存 在 内 积 同 构 算 子 ， 则 称 X 和 内 
积 同 构 . 

定理 4.12 (完备 化 定理 ) 设 X 是 任意 的 内 积 空间 ， 则 一 定 存在 Hilbert 
空间 束 , 以 及 内 积 同 构 算 子 荆 : 义 一 Xo C 也, 其 中 Xo 是 天 的 稠密 子 
空间 ， 特 别 地 ， 在 内 积 同 构 意义 下 入 是 唯一 的 . 

定理 4.13 ”内 积 空间 中 线性 子 空间 的 闭 包 也 是 线性 子 空间 . 

证 明 设 全 是 内 积 空间 X 的 子 空间 ，Z，y € 玉 ，aq，B € F, 则 存在 
{zn}， {yn} C 下, 使 得 zn 二，yn 二 y(n 一 十 00). 因为 azn +Byn EE 
W, 由 加 法 和 数 乘 的 连续 性 知 ， azn 十 fyn 一 QT 二 By(n 一 二 oo). 因 
此 ，aQaz 十 9yE€ 邢 , 故 于 也 是 线性 子 空间 . 

定理 4.14 Hilbert 空间 X 中 的 闭 集 4 是 完备 的 ， 即 4 中 的 任何 
Cauchy 点 列 收敛 于 4 的 点 Hilbert 空间 中 的 闭 子 空间 是 Hilbert 空间 . 

证 明 设 {zn} C 4 是 任 一 Cauchy 点 列 ， 则 {zn} 也 是 X 的 Cauchy 
点 列 ， 因 此 存在 zeX 使 得 zn 一 了 7, 故 TE A= 有 4. 

定理 4.15 设 义 是 Hilbert 空间 ，Y 是 X 的 子 空间 ， 则 

(1) Y 是 Hilbert 空间 ， 当 且 仅 当 站 在 X 中 是 闭 的 ; 

(2) 若是 有 限 维 子 空 间 ， 则 一定 是 Hilbert 空间 ; 

(3) 六 可 分 ， 则 Y 一 定 是 可 分 的 . 


8$4.3 ”内 积 与 范 数 的 关系 


定理 4.16 ( 极 化 恒等式 ) 在 内 积 空间 中 ， 内 积 与 范 数 有 如 下 关系 : 
(1) 设 兴 为 实 内 积 空间 ， 则 有 


人 分 = 子 (z+ ol le yl); 


(2) 如 果 天 为 复 内 积 空间 ， 则 有 


1 1 . 4 
(z= 3+ y= lz -yl +ilz+iyl -illz 一 主人 
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证 明 (1) 当 X 为 实 内 积 空间 时 ， 有 


位 士 四 2 一 人 一 曙 3 


= (位 十 岂 T 十 朋 一 位 一 做 开 一男 
(TT) 十 (YT) + PY) + YY) TL7) + (YT) + (ZY) — (YY) 
= 2(r.y)+2(y.7) = 4(7.Y). 


因此 ， 
(ey) = 7+ le) 


(2) 当 六 为 复 内 积 空间 时 ， 巾 前面 (1) 的 证 明 有 
lz + vl? -lz — yl = 2(2.y) + 2(y,7), (4.3.1) 
将 y 换 成 iy. 等 式 两 边 再 乘 以 i. 得 到 


i(lz +ivyl? = lz — iy) =i(2(2,1y) +2(iy,7)) = 2(z,9) — 2(y,7), 
(4.3.2) 
由 (4.3.1) 二 (十 3.2) 得 到 


4(z.9) = z+ ol lr yl +illz +iyl —illz iyl?. 
定理 4.17 (平行 四 边 形 法 则 ) ”内 积 空间 中 范 数 满足 平行 四 边 形 公式 : 
z+ yl + lr -yl = 2 + lly) vr,veX. 
注 ”车 赋 范 线性 空间 (X.|| .| 中 ， 范 数 不 满足 平行 四 边 形 法 则 ， 则 在 
X 中 利用 该 范 数 无 法 定义 内 积 ， 也 就 是 说 ， 及 上 不 可 能 定义 一 个 内 积 ， 使 


得 由 它 产生 的 范 数 正好 是 汉中 原来 的 范 数 .但 可 以 证 明 ， 若 (六 ,上 中 的 
范 数 满足 平行 四 边 形 公式 ， 则 可 以 在 X 中 定义 一 个 内 积 (,…) 满足 


zl = (zz)272，YVzeEexX. 


例 4.18 (C([a, 捉 ). 中 -||x) 不 是 内 积 空间 . 
证 明 无 妨 取 f(x) = 1.g(7) = (x 一 a)/(b 一 a) € C([a,), 则 容易 看 
出 | 站 = ligll = 1, 但 是 


二 2 TT—0 
5, fn) -gr) 1- 


f(r)+ g(t)=1+ 
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因此 ， 和 +g 引 =2， = 外 =1L 故 | 十 9g 导 + 一 9 要 =5. 但 是 ， 
2(|f 人 e+ llgl2) = 4. 这 就 是 说 平行 四 边 形 法 则 不 成 立 ， 故 C(fa, 中 ) 对 于 范 
数 -|| 来 说 不 能 定义 内 积 . 
例 4.19 当 疡 >1 且 关 2 时 ，PP= (IP,|| jp) 不 是 内 积 空间 . 
证 明 ”无 妨 取 z = (1.10…)，3 = (1, 一 1,0,…) € 1?, 则 llzll 
= yl = 2 lz+ 可 = 一 吕 = 2 因此， 


lz+yl + lr yl = 8 #4x 2 = 2(zl + llyl?). 
这 就 是 说 平行 四 边 形 法 则 不 成 立 ， 故 当 p 承 2 时 ，lP 对 范 数 ‖- |p 来 说 不 能 
定义 内 积 . 
例 4.20 当 p>1 但 p 关 2 时 ，ZL?([a, 名 ) = (CPP([o gj)| po) 不 是 
内 积 空间 . 
证 明 无 妨 取 


es 当 z € [a,d 
1， 当 ze(c, 可 
其 中 c= (a 十 6b)/2, 则 有 

WN= lgl = 他 = ww， ftg)=20 V(b — a)Y?, 
从 而 ， 
Nf + gl + gH = 237%P (6 — a)Y? # 4(b — a)*/? = 2 + llgll?). 
这 就 是 说 平行 四 边 形 法 则 不 成 立 ， 故 当 p>2 且 卫 天 2 时 ，ZL?([a,) 对 范 
数目 lp 来 说 不 能 定义 内 积 

$4.4 正 交 与 正 交 补 


类 似 于 向 量 空间 ， 利 用 内 积 可 以 在 内 积 空间 中 定义 角度 、 正 交 性 等 . 

定义 4.21 设 X 是 内 积 空间 . 

(1) 对 于 z，yEX 来 说 ， 如果 (z,y) = 0, 则 称 z，y 是 正 交 的 , 记 
作 工 上 基 

(2) 设 zEeX，MfCX. 如 果 向 量 z 与 M 中 的 任何 向 量 正 交 ， 则 称 
了 与 2M 正 变 , 记 作 .全 上 427; 


TD， 应 用 汉 函 分 析 


(3) 设 MM，N C XX. 如 果 对 任何 ZE M，y EN 人 恒 有 zx 上 y, 则 称 M 
与 N 正 交 . 记 作 Mr 上 N: 

(4) 车 CAX, 则 和 中 与 A1 正 交 的 向 量 全 体 ， 称 为 M 的 正 交 补 ， 
记 作 Af+, 即 就 是 说 M+ = {z : zeX，z1L AM. 

定理 4.22 ( 勾 股 定理 ) 设 X 是 内 积 空间 ， 

(1) 车 x，y EX,T1Ly. 则 


lz + yl = He + yl 


(2) 车 ,72,… .Xn EX 而 且 z7iLzi ( 当 i 关 7 站), 则 有 


jn n 


12 
[Ea -Eire. 
lxk=l 1 kk 


= 


证 明 (1) 因为 (7.y) = 0, 因此 ， 


lz + yll? (T+Y.T+Y = (rr) + (7,Y) + (YT) + (YW) 


(x.7) + (y.9) = zl + lvl 


4 


(2) 的 证 明 类 似 . 

定理 4.23 设 X 是 内 积 空间 ， 则 内 积 (z,y) 是 z，y 的 连续 函数 ， 等 
价 地 说 ， 若 zn 一 To 和 yn 一? Yo, 那么 《Zn,yn) 一 (To0,y0) (nn 一 十 co)， 

证 明 设 zo，2o 为 内 积 空间 X 中 的 点 .又 设 {znj,{fyn} C X， 而且 
Zn 一 》z0， 了 可 一 ?yo (n 一 二 ob), 从 而 可 知 [znll 一 ? lzol| (n 一 十 00)， 
因此 ， 存 在 MA > 0, 使 得 对 于 任何 的 自然 数 nn 有 ， znl| < MT, 由 此 可 知 ， 
当 n 一 2 十 2% 时， 就 有 


(zn yn) — (Zo. yo)| 


|(zns yn — Yo) + (zn — zo, Yo)| < |(zn, Yn ~ Yo)| + |(Zn ~ Zo, yo)| 
Jzndl lyn — yoll + llyoll llzn 一 zoll 一 0 (n 一 +00). 


1A 


定理 4.24 设 X 是 内 积 空间 ， 则 有 

(1) 对 任意 的 M C 六 ，AL 为 居 的 闭 线性 子 空间 ， 

(2) 若 开 =X, 则 ML = {0}; 

(3) 对 任意 非 空 的 线性 子 空间 M C X, 恒 有 MN M+ = {0}. 
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证 阴 (1) 首先 证 明 M+ 是 X 的 线性 子 空间 ， 即 证 对 于 任意 的 Zz，y 
EMIl 和 Qa，8EF. 有 ar+t+83y€ Mit. 因为 对 于 任意 的 xz E AM 有 ， 
(Zz,2) = (y,z) = 二 0, 故 


(art+3y.2)=a(r,2)+8(y,2)= 0. 


因此 ，(azxz 十 8y) 上 =z. 依 2 € M 的 任意 性 知 (az 十 By) 上 MM， 如 果 
{zn} C MTL,zn 一 On 一 十 oo), 则 对 于 任意 的 >E M, 有 (zn,z) = 0. 
依 内 积 的 连续 性 得 到 


0 = im Tn, 2) = (2,2). 


再 由 z € A 的 任意 性 知 ZE M+, 这 就 说 明 M1 是 X 的 闭 线性 子 空间 . 

(2) 设 zE M+ 因为 xE X= 肝 , 从 而 存在 {Zn} C M, 使 得 zn 一 
Zz(n 一 +oo)， 由 内 积 的 连续 性 及 zZ € M+ 知 : (zz) 
= (lm zn,7) = im 0 = 0. 由 此 得 到 z = 0, 故 M+ C {0}. 又 
因为 0€ M+, 故 {0} C AI, 所 以 ML = {0}. 

(3) 设 zeMnML, 则 zeRM 而 且 zeAML, 由 此 可 见 (zz) = 0， 
故 2 =0, 从 而 MnM+ C {0}， 又 因 M 是 线性 子 空间 并 且 由 (1) 知 
0EMNMAM+, 故 MNM+ = {0}. 


§4.5 ” 变 分 原理 与 正 交 分 解 定 理 


设 X 足 一 个 内 积 空间 ， AT C X 是 非 空 子 集 ，Z EX 到 MM 的 距离 为 


6=d(r, M)= a lz 一 中 


那么 ， 是 否 存在 六 E M, 使 得 5 = |z 一 训 ? 如 果 存 在 ， 这 个 了 乡 是 否 唯一 ? 
这 是 一 类 存在 性 与 唯一 性 问题 ， 具 有 重要 的 理论 和 实用 价值 ， 例 如 ， 在 优化 
问题 中 . 需要 在 某 个 给 定 的 函数 集合 中 唯一 确定 一 个 函数 ， 使 之 与 已 知 
函数 最 优 逼近 ， 

设 M 是 内 积 空间 X 的 子 空间 ， 对 于 ZE X, 若 存在 y € AT, 使 得 


lz —y= dz, M) = inf lz — lh 


则 称 y 是 z 在 M 中 的 投影 (或 称 y 是 z 在 M 上 的 最 佳 逼 近 元 ), 记 作 
y = Pmz. 此 定义 等 价 于 以 下 的 叙述 : 设 MM 是 内 积 空间 克 的 子 空间 ， 对 于 


“112. 应 用 泛 函 分 析 


ZEX. 若 存在 VE -EL. 使 得 x = y 十 z. 则 称 其 为 x 的 正 交 分 解 ， 
称 y 为 x 看 3 上 的 投影 . 

定理 4.25 ( 变 分 原理 ) 设 厅 是 Hilbert 空间 ，M 是 万 中 的 一 个 非 空 
闭 品 集 ， 则 对 于 任意 的 x & 万 . A 中 存在 唯一 的 点 zo 使 得 


lz =- zol = inf{flz— :|: =:€M}. 


证 明 ”由 于 lz 一 :ji > 0. 所 以 非 负数 集 {z -zz : z EM} 的 
下 确 界 是 存在 的 ， 先 假设 x = 0. 就 是 要 证 明 存在 唯一 向 量 ro E MT, 使 得 


jzoll = infflzl : ”> &€ A}. 即 要 找到 MM 中 具有 最 小 范 数 的 元 素 Zo. 记 
d=inf{l:|: >e}. 由 下 确 界 的 定义 知 ， 存 在 序列 {zn} C A1, 使 得 
lrnl 一 dn 一 十 Xx). 利用 平行 四 边 形 公式 推出 

Erm inl 1 2 | 42 jen + zm | 

a = a + lan) -| | 


因为 A 是 凸 集 ， 从 而 有 (za 十 xmj/2 E A 因此 ，||(zn 十 zm)/2|| > d. 但 
是 ra 一 2 d(n 一 十 XX). 所 以 ， 对 于 任意 的 = > 0, 始终 存在 自然 数 no， 
使 得 当 过 no 时 ， 和 有 


关 此 ， 当 站 过 no 时 ， 和 有 
lzna 一 zmi2 .1 二 同和 2 2_1» 
[3 +) 


即 就 有 `|rn 一 ml| < =. 因而 {xn} 是 万 中 的 Cauchy 点 列 . 但 因 太 是 
Hilbert 空间 ， 所 以 存在 xo € 是 使 得 rn 一 > zo(n 一 +oo). 又 因 M 是 闭 
集 ， 从 而 xo € 7. 而 且 lz- zol 一 0(n 一 十 2o). 这 样 一 来 就 有 


d< lzoll = Irom wn tnl < ro rnll+ lznll 一 ad(n 一 十 oo)， 


故 | zoll = a- 
下 面 证 明 xo 的 唯一 性 . 设 zl € 37 也 使 得 lzl|l = d. 由 M 的 凸 性 
知 ，(zo +x1)/2 C AL. 因此 


| 1 1 
dz | (zo 二 2 二 了 |zo 二 za < z (lzoll + llzil) = a. 


5 
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所 以 (zo 十 1)/2l| = qd. 由 平行 四 边 形 法 则 ， 


2 


Zo+ zl 
2 


1 
2 
故 型 吉 学 上 2 二 0, 立即 得 ro 一 zl 


最 后 考察 工头 0 的 一 般 博 形 . 令 M1 -z={z-z: zEM}), 则 Mz 
也 是 闭 同 集 ， 由 已 证 结论 知 存在 唯一 的 wj € aA 一 zz, 使 得 


d= 


(eol + ll) -| se | 


lall=inf{lz—zll: :2 € MM}. 


因此 存在 唯一 的 x20 € ML. 使 得 Wj = zo 一 Z, 这 样 就 完成 了 证 明 . 

注 ”此 定理 说 明了 最 佳 通 近 元 的 存在 性 及 唯一 性 ， 

定理 4.26 设 AM 是 Hilbert 空间 万 的 闭 线 性 子 空 间 ，Zz E 且 . 车 zo 
是 M 中 满足 于 ||z 一 zoll = d(x. 和 7) 的 唯一 元 素 ， 则 有 (z 一 0) 上 人 MM. 反 
之 ， 如 果 zo € ML, 使 得 (x 一 z0) L MT, 则 jz 一 zoll = ad(z,M). 

证 明 记 d= dz,A1). 分 两 步 来 证 明 . 

(1) 要 证 明 (7 一 x0) 上 1. 即 对 于 任意 的 zx E M, 都 有 (z 一 zo,z) = 0. 
当 z=0 时 显然 成 立 ， 著 = 关 0, 则 对 任意 的 和 , 因为 zo 十 和 Az € M, 因而 有 


a 


1A 


zr — (ro+Az)|? 

= ((rz 一 2zo) 一 zz.(Z 一 zo) 一 Xz) 

= ezol? + lz? (ez0,Xs) — (m0 XD 
= lr—zol?+|A lz|? —2 Re((z 一 zo, 入 z)) 

= lr—zoll?+ IA ls? —2 Re(M(z — zo,z)). 


令 入 = (7 一 rz0,2)/z 上 ,得 到 


le = zo _ le 一 zoz 


EE lz 


d <|z—-zol?— 


故 (z 一 x0,2)==0. 

(2) 车 ro € AM, 使 得 (7 一 x0) 上 AT, 显然 |z 一 zoll > d 下 面 再 证 
lz 一 zoll < d. 事实 上 ， 对 任何 2 € M, 因为 一 z = (z 一 zo)+(zo 一 2)， 
而 且 7 一 Zo EAL+， zo 一 > € M, 由 勾 股 定理 得 


lz = zl = lz -zol + lzo— <) > llz = zoll?. 
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故 有 zx 一 2 > jz 一 zxoll, 对 此 式 中 的 z 在 MM 中 取 下 确 界 得 知 ,d > jz 一 zoll. 

注 此 定理 说 明了 投影 与 最 佳 逼 近 元 的 等 价 性 及 唯一 性 . 

定理 4.27 ( 正 交 分 解 定理 ) 设 M 是 Hilbert 空间 互 的 闭 线性 子 空 
间 ， 则 对 于 五 中 任意 一 个 元 素 7, 恒 有 唯一 的 To E M, 使 得 

(1) jz 一 zoll = d(z. 21). 即 zo 是 zz 在 AM 上 的 最 佳 遇 近 元 ; 

(2) zo 是 z 了 在 上 的 投影 

(3) zz 按 Ar 有 了 唯一 的 分 解 。 > = To 十 (T 一 T0), 其 中 Xo EM,， Zz 一 zo 
€ MI: 

(4) H=MEO@OAM. 

定理 4.28 ” 设 A 是 Hilbert 空间 万 的 闭 线性 子 空间 , 对 于 任 一 x € H， 
令 Pz 表示 Mf 中 满 吓 (x 一 Px) 上 MM 的 唯一 元 素 ， 则 

(1) PP 是 及 上 的 线性 算 子 ; 

(2) 对 于 任意 的 ze 五 IPzll < lzll: 

(3) P2 = 忆 , 这 里 P? 表示 书 与 其 自身 的 复合 ; 

(4) ker 已 = M+, R(P)=M. 

证 明 (1) 由 定理 427 知 z 一 Pre +, 而 且 l|z 一 Pzl| = d(z,M). 
设 Zz1,X2 EE 及, Qa1,Q2 EF. 如 果 yE MM, 则 


((ai zli+aaz2) — (a1Prit+a2 P72),y) 
= ail(zri— Pri,y) +a2(r2— Pr2,y)=0. 


由 正 交 投影 的 唯一 性 得 知 ， P(aiz1 十 a2 z2) = al 已 zl + aa 尸 zz, 所 以 三 
是 线性 算 子 . 

(2) 和 (3) 的 证 明 . 如 果 ze 五 , 则 z=(z-Pzr)+PrPrenf， 
但 (z 一 Px) 上 AM、 因 而 由 勾 股 定理 知 ， zl? = lz 一 Pz? + Pz 
> |Pzl2. 如 果 EMr, 则 Py=y. 对 互 中 任意 一 个 zx, 都 有 Pz EM， 
故 P2z= P(Pz)= Pzr. 即 有 P?=P. 

(4) 如 果 Pzr=0, 则 z=z 一 Przre M+, 因此 ker P C M+. 反之 ， 
如 果 z EAL+, 则 


0=(rz— Pr,Pz)=(r,Pz)— (Pr,Pr)= -(Pz,Pz)= -IPzl?. 


所 以 Px = 0, 因而 M+ C ker P.， 由 此 得 到 kerP = M+， 显然 有 
R(P)= 
注 此 定理 中 的 PP 称 为 MM 上 的 正 交 投影 算 子 , 简称 为 投影 算 子 . 
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定义 4.29 设 瑟 是 Hilbert 空间 ，W C 五 . 车 M 是 包含 WW 的 最 小 闭 
子 空间 , 则 称 M 是 由 W 张 成 的 闭 子 空间 (或 闭 线 性 包 ), 记 作 M = span(W). 

定理 4.30 

(1) 设 MM 是 Hilbert 空间 及 的 任意 子 集 ， 则 (M+)+ 是 M 张 成 的 闭 
子 空间 . 

(2) 设 M 是 Hilbert 空间 有 中 的 闭 线性 子 空间 ， 则 (M+)+ = M. 

(3) 设 AM 是 Hilbert 空间 五 中 的 线性 子 空间 ， 则 M 在 玉 中 稠密 ， 
当 且 仅 当 M* = {0}. 

证 明 (1) 设 W 是 包含 M 的 任意 闭 子 空间 ， 对 于 任意 的 > € (M+)+， 
由 正 交 分 解 定理 ，z = 21 十 22，21€ 全 ,ze W+. 因为 M C W, 则 对 任 
意 的 ZEW+, 有 (y,z) = 二 0，Y yeE MM, 因 此 ，W+C M+, 所 以 


{22,2) = (20z) 4 (22,7) = (31+22,7) = (27)=0, Vv rEW. 


特别 地 ， 取 z = z2, 则 (z2. 22) = 0. 因此 ，z = ze W, 这 样 一 来 就 有 ， 
(M+)+ CW. 由 W 的 任意 性 知 (M+)+ 是 M 张 成 的 闭 子 空间 ， 

(2) 由 (1) 直接 得 到 . 

(3) 必要 性 的 证 明 ， 由 定理 4.24(2) 得 到 . 

充分 性 的 证 明 。” 设 M+ = {0}, 则 (7)+ = M+ = {0}. 由 正 交 分 解 
定理 得 及 = 厅 , 这 就 是 说 AM 在 五 中 稠密 . 


84.6 ”标准 正 交 系 


定义 4.31 设 M ={ea: a€A} 是 内 积 空间 六 的 一 些 非 零 元 素 构 
成 的 子 集 . 若 M 中 任何 两 个 不 同 元 素 都 正 交 ， 则 称 M 为 区 中 的 一 个 正 交 
系 . 进一步 ， 若 在 正 交 系 2M 中 每 个 元 素 的 范 数 均 为 1, 则 称 M 为 六 的 一 个 
标准 正 交 系 . 

例 4.32 在 有" 中， 


{e1= (1,0,0,.…,0), e2 = (0.1.0，0)，…， 人 n 一 (0,0.0……0,1)} 


是 一 个 标准 正 交 系 . 
例 4.33 在 实 2([7,]) 中 ， 内 积 为 


(9= /gdr, Yas LI2([-7,]), 
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则 
{cosz，cos(27)，cos(3z)，… 人 小 
{sinz，sin(2z)，sin(3z)，… 小 
{1, cosr, sinr, cos(27),， sin(27), ……} 
都 是 下 父系 而 


cosr sinz Cos(27) sin(27) 


都 是 标准 正 交 系 . 
例 4.34 在 复 [2([-7.) 中 ， 内 积 为 


(9 = 18) 9 ds, hg e Lm)), 


则 {ei"*/V27 : n= 1, 2, 3,…} 是 标准 正 交 系 . 
命题 4.35 ”开交 系 中 的 元 素 都 是 线性 无 关 的 . 
证 明 不 失 一 般 性 ， 设 {71, 72,…, Zn} 是 一 个 正 交 系 . 令 


aa zl +a2z2 十 … 十 anzn 三 0， 


对 等 式 两 边 同 时 求 与 zk 人 = 1，2，…'， 的 内 积 得 到 


0= (Ork) =(》 oj sm) = ak (Tk, Tk) = ak zl)l?. 


j=1 


因为 (Zk, zk) 闫 0, 所以， 对 于 任意 的 尺 = 1，2,…，n, 有 ak = 0, 这 就 说 
明 {x1,22,… ,zn} 线性 无 关 . 
定理 4.36 (Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 ) 设 X 是 内 积 空 间 ， {zn : 
n 二 1，2，…} 是 X 中 的 线性 无 关子 集 ， 则 存在 标准 正 交 系 {e1, e2,……}， 
.使 得 对 每 一 个 自然 数 n, 有 : ”span{e1, e2,*…,en} = span{71: 72,.…, Tn}. 
证 明 ”因为 zi 关 0. 令 el = zi/llzill, 则 llell = 1, span{e1} 
= span{X1}. 令 ya = z2 一 (72,el)el, 则 (y2,e1) = (z2,el) 一 (z2,el)(elyel) 
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一 0、 因此 加 上 el, 而 且 yo 天 0, 否则 zx2 与 el 线性 相关 ， 从 而 zz2 
也 与 zl 线性 相关 . 令 ea = yo/llyzl， 则 {e1,e2} 是 标准 正 交 系 ， 而 且 
span{e1,e2} = span{fzl'z2?}， 假设 已 经 选择 好 el， e2，……， ek 使 得 
它们 构成 标准 正 交 系 ， 而 且 


span{e1, e2,..*, ek} =span{fzl,z2，…，,Zk}， (4.6.1) 
令 
k 
Yk+1 = Tk+1 — Do (Zk+1, Ci)eis 
i=1 
则 对 于 7 了 =1，2，….， 上 ,有 
大 
(Yk+11€)) = (zhei) — D (Tk+1, ei)(ei, ej) 
i=1 
= (zk+lej) — (Tk+1, 7) = 0, 
即 yk+1 二 Cj， 了 二 1，2，…， 尺 ,而 且 Yk+1 天 0, 否则 zk+l 可 以 表示 成 
el1，e2，…，Ek 的 线性 组 合 ， 由 归纳 法 假设 (4.6.1) 知 ，zk+l 也 可 以 表示 


成 ZT1，ZT2，……*，Zk 的 线性 组 合 ， 这 就 与 假设 Tl， ZT2，…*， Tk， ZK+1 
线性 无 关 相 矛盾 ， 令 ek+1 = 了 HIk+il 显然 {elyez,，…,ek:ek+l} 是 标 
准 正 交 系 ， 而 且 ek+1 是 el， ez， ……， ek， zk+1 的 线性 组 合 ， 从 而 它 是 
Tl， ， Tk，Zk+1 的 线性 组 合 ， 所 以 


span{elye2，…,ekyek+Hl C span{fzlyz2 ,Thy TR+1}. 


另 一 方面 ， 


大 大 
PRH1 = Yt1+ D(z ei) ei = yetill enti + D(zkr1, ei) ei 


i=1 i=1 
Zk+1 是 el1，e2，…，Ek， Ek+1 的 线性 组 合 ， 所 以 
span{Z1, 72,.**, Tk+1} C span{e1, e2,***, Ek, Ek+1}, 


故 ，span{T1, 7T2,… ,Zk+1} = span{e1,e2,"… ,Ek,Ek+1}. 因此 , 对 于 任意 的 
自然 数 n, span{e1,e2,*…,en} = span{71,72,.…,Tn), 而 且 {en: mnEN} 
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注 不 交 化 过 程 为 


. 
el 本 他 ， 


ZT2 二 (Z2,el)el 


多 lz2 一 《za2,el)ell 
j 
Tj+tl 一 D(zjr1, ek)ek 
加 k=1 
ej+t1 = ， 


了 
| 一 > (zi+Huek)ek 
| k=1 | 


定理 4.37 ”内 积 空 间 X 中 的 有 限 维 子 空间 M 是 闭 子 空间 . 
证 明 在 MM 中 任 取 一 组 基 sl,s2,……,sm, 按 Gram-Schmidt 正 交 化 过 
程 ， 作 出 AM1 的 标准 正 父 基 el，e2，…，em, 对 于 任意 的 2€ M,， 


r= DEkek, (zek)= (E eer) 二 处 
k=1 大 =1 


设 zn = 交 ED)ek e M，zn 一 EX 人 na -二 oo), 则 由 内 积 的 连续 性 
k=1 
知 ， (zn,ek) 一 (hek) = 了 (On 一 十 00)， 上 二 1，2，…*，m， 因而 


El 二 (Tn, Ek) 一 了 k(n 一 十 2o). 由 加 法 和 数 乘 的 连续 性 ， 有 


zn = DE ek — DM ek (nm +00), 
ht k=1 
由 序列 极限 的 唯一 性 得 y 二 时 次 cek € ML, 故 M 是 闭 子 空间 . 
k=1 
定理 4.38 设 {el,ez ,em} 是 Hilbert 空间 及 中 的 一 个 标准 正 交 
系 , 令 M = span{el,e2,…,em}, 如果 已 是 鼠 到 AM 上 的 正 交 投影 算 子 ， 
则 对 于 任意 的 x €E 五 ,有 


Pr= D(z, er) Ek: 
k=1 
证 明 ”对 于 任意 的 TE HH, 令 


Qr= D(z,er) ex, 


k=] 
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如 果 1<j<m, 则 当 大 关 ] 时 ， 有 (ek,eji) = 0, 从 而 


(@zei) = > (ret) (etei) = (7,e;), (7T—Q7,ej)=0, 


hl 


因此 ， 对 于 任意 的 Ze 五 .(z 一 Q@zr) 上 M, 很 明显 QZ 是 M 中 的 元 素 ， 但 
是 满足 (z 一 zo) 上 M 的 向 量 zo 是 唯一 的 ， 故 对 任何 zxE H, Qz = Pz. 
定理 4.39 设 {ek} 是 Hilbert 空间 五 的 标准 正 交 系 ，{ak} 是 实 (或 


oo 十 oo 

复 ) 数 点 列 ， 那 么 级 数 > ak ek 在 也 中 收 策 ， 当 且 仅 当 这 loxf? < +eo， 
> - 

进而 还 有 


| 闫 2 +o 
Darer| = > lake 
[per k=1 


证 明 设 5 = 呈 akek, 我 们 将 证 明 {Sn} 是 一 个 基本 点 列 ， 当 且 仅 当 
k=1 
各 ak < +o0. 根据 勾 股 定理 知 
k=1 


ntp 
lSntp— Sal = > lorl?, vn,peN. 
k=n+1 


十 oo 
上 而 的 等 式 表明 {Sn} 是 基 本 点 列 ， 当 且 仅 当 2- |ok| 收敛 , 
进一步 ， 我 们 有 


十 ec 
> Qk a 
k=1 


定理 4.40 (Bessel 不 等 式 ) 设 {ex} 是 Hilbert 空间 五 中 的 标准 正 交 
系 ， 则 对 于 任意 的 TE 和 neN, 有 


十 oo 
生生 2 人 
= ,pls = Pll 


n 2 


Ee D(z, ek) ek 


k=1 


n 
= zl — 2 Kz, er)l®, 
k=1 


I(z, er)l? < lzll?. (4.6.2) 
大 一 1 
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进一步 ， 


十 sc 


D(x, er)p < 1z 们 ， (4.6.3) 


上 ec 
而 县 亡 (zyek)ek 在 五 中 收敛 . 
一 1 
证 明 令 


n 
Tn 一 了 一 》 (zek)ek， 


=1 
则 zn 上 ek，1 大 << nn. 几 勾 股 定理 得 到 
all? = lzn 人 十 


(zx, ek) ek 


| =i + heed ea 


k=1 


有 


llznll? + DI(z, ex)l? llexrll? 
k=1 


= zn + Dl(z, ep > 5 lz,en)p. 
k=1 = 


所 以 ， 呈 |(x.ex)|? < zl 因此 根据 定理 4.39 可 知 此 定理 成 立 . 
k=1 


推论 4.41 设 {ek : 人 EN} 是 Hilbert 空间 石 中 的 标准 正 交 系 ， 
ZE 万 . 则 有 im (Ten) = =0. 


推论 4.42 设 {ek : KEN} 是 Hilbert 空间 五 中 的 标准 正 交 系 ， 
oa2……'an 是 任意 的 数 ， 则 
ad 


-Ee > >| 
证 明 注意 到 对 任意 的 数 a1, 2,…, Qn, 恒 有 
| n 2 n 2 
lz > okek 下 -ee 
| k=1 | k=1 


因此 得 到 所 要 证 明 的 结论 
注 ”此 定 昌 圳 以 看 作 是 最 佳 逼近 定理 . 


2 


2Z 一 亏 人 名 ek) ek 


+ len) exp 
k=1 
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84.7 ”Hilbert 空间 中 的 Fourier 分 析 


定义 4.43 设 5= {ex: 人 EN} 是 内 积 空间 X 的 标准 正 交 系 . 对 任 
何 ze X, 数列 {(z,ek) : 上 EN} 称 为 z 关于 标准 正 交 系 5 的 Fourier 


系数 集 , 称 数 (zx, ex) 为 z 关于 ek 的 Fourier 系数 . 称 误 (z,eh)ek 为 z 
2 
关于 标准 正 交 系 {fek} 的 Fourier 级 数 . 当 Bessel 不 等 式 成 为 等 式 时 ， 等 式 


十 co 
lizl? = zek) 
k=1 


称 为 Parseval 等 式 . 
在 L2([ 一 7,7]) 中 ， { 态 去 “9, 南 = Sin(nt), n= 1,2,.…} 
nr 
一 个 标准 正 交 系 ， 而 且 


(0), ) 庆 <os(n)) = Vi CT 
(7, -天 款 sno0) = Vibn, n= 1,2,.…, 
VT 


其 中 an 和 bn 就 是 通常 的 Fourier 系数 ， 即 


=+/ f(t) cos(nt)dt, n=0, 1 2 ，…， 


= 广 7 sin(nd) a ,Re 
f(t) 通常 的 Fourier 级 数 为 


f(t) 区 本 + (an cos(nt) + bn sin(nt)). 


值得 注意 的 是 , 这 时 级 数 收 化 是 指 按 L?([ 一 ,7]) 中 的 范 数 收敛 . 一 般 来 说 ， 
对 于 f(t) e L2([ 一 , 丰 ), 必 可 以 展开 成 几乎 处 处 收敛 的 三 角 级 数 ， 即 就 是 有 


二 oo 
fj 笃 + 》 (ancos(nt) + bn sin(nt)). 
n=1 
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从 以 上 可 以 看 出 《>,en)》 与 通常 Fourier 系数 类 似 . 
定理 4.44 设 H 是 Hilbert 空间 而 且 S={ek: keEN} 是 五 的 


1 
标准 正 交 系 ， 则 对 于 任意 的 x & 妇 , Fourier 级 数 六 (x,ek) ex 在 H 中 收 
k=1 


伊 ， 即 (ey) ek E 五. 而 且 
大 一 1 


12 


十 co 十 2 
z— D(x.er)erl = lal — Hz, er) 
k=1 | kl 


证 明 设 5 = 污 (xr.ek) ek. 不 妨 设 n,m(n > m) 是 两 个 自然 数 ， 从 
k=1 
而 
| < 2 
ss -So 有 =| 于 een)er) = 于 le 
| 


|IK=m+1 | k=m+1 


出 Bessel 不 等 式 , 正 项 级 数 这 |(zr,ek)|2 是 收敛 的 故 当 mm -+oo 时 ， 
k=1 


于 |(z.en) 一 ) 0. 所 以 {55} 是 Cauchy 点 列 ， 又 因 万 是 Hilbert 空 


k=m+l 


间 ， 故 lin S。 = 化 (r.ck) ek 收敛 ， 又 因为 
AS 


DR 


肿 一 newer) 1 V(r,en) ex 
k=1 


k=1 
所 以 号 
1 xs 人 2 t= 
jx = | — D(x,ex) «| 十 | 全 ek) ek 
| k=1 1 ks ! 
进而 就 有 
i +oc | 十 oo 
j= Dn es) = Ia- 3 Ke er) 
i | 人 =1 


+ 

注 “与 通常 类 似 ， 定 理 44 中 的 级 数 区 他 人)ek 并 不 一 定 收敛 于 z. 

定义 4.45 设 万 是 Hilbert 空间 ， 石 中 极 大 的 标准 正 交集 M = {ea : 
ae A} 称 为 完全 的 , 等 价 地 说 就 是 ， M 不 可 能 再 添加 元 素 使 添加 后 所 得 
的 集合 仍 是 标准 正 交集， 也 即 不 存在 与 所 有 的 ea e M 都 正 交 的 非 零 元 素 ， 
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即 ， 假 如 可 以 选择 zE 羡 , 使 得 对 任意 的 ea € MT, 满足 (z,ea) = 0, 则 必 有 
z=0. Hilbert 空间 万 中 完全 的 标准 正 交 集 也 称 为 标准 正 交 基 . 

例 4.46 {el = (1,0)，e2 = (0,1)} 是 R? 的 标准 正 交 基 . 

例 4.47 {el = (1,0,0,.…,0),， ez = (0,1,0,..,0), en 
二 (0,0,0,…,0,1)} 是 F" 的 标准 正 交 基 . 

例 4.48 三 角 上 数 系 


=-{ 忘 ， 天) 村 sn 和 + 
nT 


是 Hilbert 空间 72([ 一 zt,) 中 的 标准 下 交 基 . 

证 明 如果 f(z) < 2([t,), 而且 f(z) 与 9 正 交 ， 要 证 明 f(z) 
二 0a.e., 即 就 是 f(T) 为 LX([ 一 ,|) 中 的 零 元 素 ， 下 面 分 两 步 进行 : 

(1) 车 f(r) 为 连续 消 数 ， 而 f(z) 关 0, 则 存在 zo < (一 T,T)， 使 得 
f(zo) 闫 0, 不 妨 设 f(z0) > 0. 否则 可 用 一 f(z) 代替 f(z). 由 f(z) 的 连续 
性 知 ， 存 在 区 间 [zo 一 6.z0 十 6] C (一 zt,7), 使 得 f(z) > c > 0, 构造 如 下 的 
三 角 多 项 式 


P(z) =1+cos(z 一 zo) 一 cos6 = 1+coszocosz+ sinzosinz— cos 6. 
容易 知道 , 当 z e [zo 一 6,T0+ 引 时 ，|z 一 wo| 6,P(z)>1, v meN, 
rotd p 4 ro+6 于 
r) PPm(z)dz 二 cdz = 
大 。 f(x) Gdz> 人 ，* r=2c6. 
申 于 f(z) 的 连续 性 ，J(z) 在 [7,7] 有 界 , 从 而 存在 M > 0, 使 得 对 于 任意 


的 ZE[-7,, 有 |f(z)| < M, 当 z€ [ro-6-e,zo—0]U[zo+6,z0+6+e] 
时 ， 有 |P(z)| < 1 并 且 当 = < (ce5)/(2M) 时 ， 则 有 


0 一 人 0 十 6 十 E 
/ f(z) P"(z)dz 十 / f(z) P"(z)dz 


0 一 6 一 < Vzo+6 


<2Me<ce6. 


同时 可 取 e 任意 小 , 使 得 [ro 一 6 一 e,z0 十 6 二 oC [-m,7. 当 zE€ 
[-7,z0—6—e] 时 ， 


1+ecos(z —70)— cos6 <1+cos(6+e)—cosd < 1. 
又 因为 1 + cos(z 一 7X0) 一 cos6 > 一 cos6, 所 以 ， 


li+cos(T — xz0)—cosd] <1-8<1. 
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当 ze [zo 十 6+e,7] 时 ， 也 有 上 述 不 等 式 ， 因 此 ， 当 m 充分 大 时 ， 有 


co6 


IP™(D)| < (1- 8 < Tx 


现在 


fre pm(z)da| 


rT0+6 T0—6 Z0 十 6 十 < z0 一 5 一 上 下 
六 + 太太 +/ 十 太 _JGDPntoas 
0 一 5 z0 一 6 一 < 0 十 5 ~ To+6t+e 


I0+6 
[0) P(e) dz 


上 


ro-6 
[ sf?) p(w)jdv 


+/ 1 Prtodzl- 太 ya 1Pm(aldz 


- 太 _UeollPneldz 
Z0 十 6 十 E 


> 2c5-cg-Mll-3n2r>c6- 生 = 证 . 


另 一 方面 ， 利 用 三 角 恒 等 式 知 ， _Pm(z) 仍 为 三 角 多 项 式 ， 即 它 是 cos(nz)， 
sin(nz) (n = 0，1，2，…) 的 线性 组 合 ， 也 就 是 说 P"(z) e span 5. 因 
为 上 上 S, 从 而 得 出 上 已 ", 即 有 

广 7aPneaz=u 


这 就 得 出 矛盾 ， 故 必 有 f(z) 三 0. 
(2) 设 flz) e L2([-x.), 而且 f(z) 与 3 正 交 ， 由 H5lder 不 等 式 得 


(es) (Lees)” 


,于 (六 rapaa 


因为 f(z) 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 即 f(z) E L([ 一 ,7), 因此 可 以 令 


I 人 


fa 


ow)= frat v rE€[-7,7]. 
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申 勒 贝 格 积分 的 性 质 (定理 1.85) 知 ， 9g(z) 是 [一 r,T] 上 的 连续 函数 ， 而 且 
9g(-T) =0， g(7)= 三 f(r)ldz =0, 


这 是 因为 了 与 /V27 下 交 ， 又 由 于 einz = cos(nz) 十 i sin(nz), 故 由 分 
部 积分 公式 得 


0 


nt 
[fosar= ge inf osnradz 
一 一 

A 
-inf g(rz)e'"*™dz, n=+tl， +2,，…， 

一 


取 
g1(7) = 9g(7) 一 二 / g(r) dz, 
则 有 
(ve dz =0,， n=0, +tl， 圭 2,，….， 
cos(nz)= 一 二 一， sin(nz) = 7 了 一 ， 


故 连 续 函 数 gl(z) 与 三 角 函 数 系 S 正 交 . 由 (1) 的 证 明 得 ，gi(z) 三 0, g(7) 
是 勒 贝 格 可 积 哨 数 f(z) 的 带 变动 上 限 的 积分 ， 由 勒 贝 格 积分 的 性 质 ， 9g(z) 
是 几乎 处 处 可 导 的 ， 且 gi(z) = g(x) = jz)a.e. ,所 以 F(z) = 0a.e.. 

例 4.49 ”考虑 实 空间 Z2([-1,1)， 我 们 知道 多 项 式 集合 P([-1, 31) 
在 L2([-1,1]) 中 稠密 ,而 {1 : n€ N} = {1,4t2,t3,…,t,…} 是 
P([--1,1]) 的 一 个 基 ， 因 此 ， 它 也 是 L2([ 一 1,1) 的 一 个 基 , 但 {t": me 
N} 不 是 标准 正 交 基 ， 利 用 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 将 其 标准 正 交 化 . 在 
2([ 一 1,1]) 上 的 内 积 为 


Go fa fge rd) 


1 与 t 是 正 交 的 ， 将 它们 单位 化 得 到 
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刀 (人 t?2 polt) dt po{t) + em(tDat ml)) 


下 NE， 1 
2 2 2 

| tdt=t2—-, 
(局 ) / 3 


与 po 和 pi 证 父 ， 并 且 具 有 范 数 


|- 站 = jE- at 


因此 ， 我 们 得 到 


接 这 种 程序 继续 下 去 将 得 到 标准 的 Legendre 多 项 式 ,通常 记 为 \/ 2 二 ,Pn()， 


这 里 Pn(t) 是 Legendre 多 项 式 ， 其 通 式 为 


1 
2nn! dt 


Legendre 多 项 式 Pn 的 重要 性 还 在 于 它 是 Legendre 微分 方程 


d 2 dt 
天 人 一 二 


dt 
的 解 ， 此 方程 在 处 理 量子 力学 问题 时 有 重要 作用 . 
例 4.50 ”考察 实 Hilbert 空间 L2(R), 其 上 的 内 积 定义 为 


Pa(t) = (2-1", n=0, 1, 2, 


)+n(nt+l)u=0, te[-1,1], n=0,1,2,... 


G9= fat fge LB). 


对 党 函数 列 1，t， 妃 ，…: 乘 上 双 侧 衰减 函数 e- /2, 使 得 函数 列 


< 可 2 2 
/2 e/a 


在 L?2(R) 中 是 线性 无 关 的 ， 利 用 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 会 产生 如 下 的 
标准 正安 系 
(—1)* et/2 dk 


0 Ae 


et), 大 >0. 
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能 够 证 明 {ex(t)} 是 L?(R) 的 标准 下 交 基 . 通常 将 ek(t) 记 为 


~-t2/2 
(1) = -天 -一 一 
/2k k! VA 


其 中 Ht(t) 表示 Hermite 多 项 式 ， 定 义 为 


Hx(t), k2>0, 


计算 可 知 其 前 6 个 如 下 : 


Holt) = 1, H(t)=2t,  H2(t)= 4 -2, 
H3(t) = 8t3—12t, Ha(t)= 16t4 — 48t?+ 12, 
Hs(t) = 32t5— 160t3+ 120t. 


可 以 验证 Hermite 多 项 式 Hk 是 Hermite 微分 方程 


d2u du 
3 — 297 + 2ku =0, vteR, k=0,1,2,.… 
的 解 . 
例 4.51 ”考虑 实 Hilbert 空间 Z2([0, +co))， 函数 列 er2/2， te-e/2， 
t2e-e/2,… 在 Z2([0,+co)) 中 是 线性 无 关 的 . 利用 Gram-Schmidt 正 交 化 
过 程 会 产生 如 下 的 标准 正 交 系 : 


ek(t) = et/2LK(， k>0. 


其 中 ， 


被 称 为 Laguerre 多 项 式 ， Lk 满足 下 面 的 Laguerre 微分 方程 : 


d2u 


Pi 
dt? 


d 
+G -和 + 局 =0， E50,, he OT es 
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浇 


前 4 个 Laguerre 多 项 式 是 


Lolt) = 1, Li(t)=1-4, 
L2lt) = 1—2+3t, Lalt)=1-3t+$t -$8. 
在 一 般 的 Hilbert 空间 中 ， 标 准 正 交 基 有 下 述 等 价 刻画 . 
定理 4.52 设 S={ek: kkEN} 为 Hilbert 空间 所 中 的 标准 正 交 
则 下 述 一 些 条件 等 价 : 
(1) S 是 五 的 完全 标准 正 交 系 ; 
(2) S+ = {0} (此 条 件 满足 时 称 5 为 完备 的 ); 
(3) spans = H; 


(4) 对 于 任意 的 > E H，z = 各 ee 让 
和 
(5) 对 于 任意 的 ZE 妞 . Parseval 等 式 成 立 ， 即 


lz = > ltz,ee)P; 
k=1 
(6) ”对 于 任意 的 z，y € H， 
(2,Y) = D(z, er)(y, er). 
大 =1 
证 明 


(1) (2) 直接 由 定义 得 出 . 
(2) <=> (3), 由 于 (spanS)+ = 5+, 从 而 


spans = H 二 > (span9)+ = {0} < 5+ = {0}. 


(2) 二 (4), 由 于 Hilbert 空间 中 Fourier 级 数 的 收敛 性 ， 对 于 任意 的 


EH 


十 oo 


y=7— D(x,ek) ek， 


k=1 


有 意义 ， 但 是 对 于 任意 的 i€ NN， 


(yei) = (2,€i) — D(z, ek) (ek, ei) = (zei) — (Zei) = 0, 
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故 yE St+, 从 而 = 0, 这 样 就 可 以 得 到 
十 ceo 
多 一 et) ek: 


此 式 是 有 限 维 空间 (特别 是 普通 的 R?, R3) 中 向 量 关于 标准 正 交 基 的 坐标 分 
解 式 的 推广 ， 因 此 通常 称 完全 标准 正 交 系 为 标准 正 交 基 . 
(4)= (6), Vz,y€E ,有 


十 oo 


+oc 
zZ= (zek)er, y=) (y,ei)e 
k=1 i 


i=l1 


由 内 积 的 性 质 ， 可 以 得 到 


所 


(Se Ek) Ek, Fo ei) a) 
大 
es 


= DD lz,ex) (ye) (ek, ei) 


k=1 i=1 


= D(x,exr) (y,ek). 
k=1 


(2,9) 


(6) 一 (5), 取 z=y, 则 获得 
十 co 
zl2 = (2,7) = > I(z, en) 
Rl 


(5) 二 (1), 如 果 5 不 是 完全 的 ， 则 存在 单位 向 量 eo € H, lleoll? = 1， 
eo 上 5, 这样 就 自然 会 有 
十 co 


Dl(eo, er) =0, 


k=1 
但 由 (5) 知 
eol = 到 ee 
这 样 就 产生 了 了 矛盾 . 
推论 4.53 在 L2([ 一 x, 7) 中 ， 标 准 正 交 系 


=-{ 1 cosr sinzx cos(27) sin(27) |) 
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(1) 5 是 完全 系 ; 
(2) 5 是 完备 系 ; 
(3) 对 任意 的 fe L2([,), 都 有 


本 0 十 ce 
1 恬 = 入 + 了 (e+) 
k=1 


(4) 对 于 任意 的 f€ L2([-x.7])， 


十 co 
f(z)= 多 十 D(ax Cos(kr) + bx sin(kz)), 
k=1 


上 式 右 端 按 儿 . ||> 范 数 去 理解 . 
定理 4.54 设 刀 是 Hilbert 空间 ， 则 下 述 两 条 等 价 ; 


(1) 五 是 可 分 的 ; 
(2) 五 有 一 个 至 多 可 数 的 完全 标准 正 交 系 . 
证 明 


我 们 仅 证 明 (1) 一 >*(2) 设 妃 是 可 分 的 ， 则 互 有 一 个 处 处 稠密 的 可 数 
子 集 {z1,72,…*}, 其 中 必 存 在 一 个 线性 无 关 的 子 集 ， 具 体 抽取 步骤 如 下 ， 设 
{z1, 22,…} 中 第 一 个 非 零 向 量 为 zm, 则 取 妇 = zm. 又 设 在 {71, 272,……} 
中 第 一 个 与 zn 线性 无 关 的 向 晶 为 znz,， 则 取 z2 = znz， 利 用 数学 归纳 法 
可 取出 {ziyz2,…'} 中 线性 无 关 的 向 量 组 {Tn} 令 从 = znk， 则 {yk} 
为 线性 无 关 集 ， 而 且 spanfzn} = span{y}, 从 而 ， 车 {yk} 为 有 限 集 ， 则 
span{zl,z2,……} 为 有 限 维 空间 ， 若 {yk} 为 可 数 集 ， 则 span{z1,72,…*} 为 
无 限 维 空间 . 再 对 {yk} 应 用 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 , 便 构造 出 一 个 标准 
正 交 系 {ek}, 而 且 span{ek} = span{fzk} = span{yk}. 又 因为 span{zn} > 
{rn} = 及, 因而 ， span{ek} = 五, 故 {fek} 是 完全 标准 正 交 系 . 

注 设 {ek} 是 Hilbert 空间 及 的 标准 焉 交 基 ， 对 任意 的 自然 数 mw, 设 
En 是 由 el,e2,……*en 生成 的 有 限 维 子 空间 .对 任 一 了 E 且 ,Z 在 En 中 的 
最 佳 逼 近 元 是 1 

zn 三 (zek) Ek: 
k=1 
能 够 简单 地 计算 在 En+1 中 的 最 佳 融 近 元 是 : Tn+1 = Zn 十 (7,en+1) ent1: 


这 说 明 后 一 次 的 计算 可 以 有 效 地 利用 前 一 次 的 结果 . 反之 , 考虑 妃 的 一 个 基 
{fx}, 它 不 是 正 交 的 . 设 FF 是 由 及 ， 扣 ，…, fn 生成 的 有 限 维 子 空间 ， 对 
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于 任 一 ze HH, x 在 天 中 的 最 佳 通 近 元 可 以 表示 为 zn = 中 ak 刀 ， 系数 
ax 由 以 下 唯一 确定 


(Poit) = 于 会 有 2 


k=1 
一 般 情况 下 ， 系 数 ak 依赖 于 n, 由 于 这 样 的 原因 ， 要 想 在 空间 f+1 中 找到 
2 的 最 佳 过 近 元 就 必须 计算 所 有 多 十 1 个 系数 Ql，Q2，…，Qnt1. 由 此 


可 知 ， 为 了 快速 计算 是 人 们 研究 标准 下 交 基 的 原因 之 一 
84.8 ”Hilbert 空间 的 同 构 


如 果 了 是 Hi 一 H2 的 同 构 映 射 ， 则 其 逆 映 射 TT-! 是 2 一 于 的 
同 构 映 射 ， 而 且 同 构 是 Hilbert 空间 类 中 的 等 价 关 系 ， 即 就 是 及 同 构 于 五 
自身 ， 如 果 Hi 同 构 于 H2, 则 82 同 构 于 Hi ; 如 果 Hi 同 构 于 82, H2 同 
构 于 H3, 则 Hl 同 构 于 万 3. 

定理 4.55 

(1) n 维 实 Hilbert 空间 都 与 R” 同 构 ; 

(2) n 维 复 Hilbert 空间 都 与 Cn 同 构 . 

证 明 我 们 仅 证 明 (1), (2) 的 证 明 是 类 似 的 . 设 万 为 n 维 实 Hilbert 空 
间 ， 由 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 ， 可 构造 出 标准 正 交 基 {el,e2,…… ,en}- 
作 玉 到 R” 的 映射 了 


Tr = ((z,el), (7.€2),.…, (7,en)) € R", vreH. 
容易 验证 了 是 矿 到 R" 的 一 一 线性 映射 ， 而 且 满 足 
(Tz,TY) = D(z,er)(y, ek) = (72,9). 
k=1 
因此 ， 互 和 R" 同 构 . a 
为 了 研究 无 限 维 可 分 的 Hilbert 空间 , 先 证 明 下 面 的 Riesz-Fisher 定理 . 


定理 4.56 (Riesz-Fisher 定理 ) 设 {en} 是 Hilbert 空间 五 的 标准 正 
交 系 ， 则 对 于 任意 的 (Z1, 72,…) € 人 2, 一 定 存在 唯一 的 > E 及 , 使 得 


二 sc n 
I= IkEk = lim TkE 
汪 大 ER 和 k EK， 
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其 中 zk = (z,ek) (k=1, …), 并 且 有 Parseval 等 式 
jlzl2 = > zk 
k=1 


证 明 令 织 = 车 zkeks 则 ynE 及 , 当 mm>n 时 ， 有 
大 =1 


中 2 寥 


b kek| = 》 zk 一 0(m, no +oo). 
k=n+1 中 人 =n+1l 


lym 一 加 要 = 


即 就 是 说 {yw} 是 及 中 的 基本 点 列 , 因为 也 是 完备 的 , 故 存在 唯一 的 ze 五 ， 
使 得 


十 2c 
r= lim = 2K el 


因此 有 ， (z,ek) = ”lim (yn.ek) 二 Zk. 又 因为 
n+o0 


-Ene 


| -ep- Slax. 
| 所 


由 lim yn = 可 以 得 到 
n=-t+oc 


+ 
2 lzxh = lz 从 
k=1 


定理 4.57 ”无 限 维 可 分 Hilbert 空间 与 12 空间 等 距 同 构 . 
证 阴 设 玉 是 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 ， 则 于 中 有 可 数 集 构成 的 标准 
正 交 基 {en: meN}. 作 互 到 1 中 的 映射 了 ， 


Tr =73= ((z,e1). (zez) (zen)…-)，Vze 石 . 


由 Bessel 不 等 式 知 


十 2c 
2 lr.edP < tal, 
k=1 
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故 ZE [2， 另 一 方面 ， ,对 于 任意 的 T= (ee 已 由 Riesz- 
Fisher 定理 知 ， 并 一 Eun eh, 而 且 &k = (z,ek), 因而 Tz =Y, 这 就 
说 明了 : 克己 吓 注射 显然 了 是 线性 映射 ， 又 因为 


十 cc 
(Tz,Ty) = > (rek) (y, ek) = (7, 0). 
k=1 
故人 是 保 范 的 ， 从 而 了 是 单 射 ， 因此， 了 是 由 万 到 已 的 同 构 映射 ， 此 时 
自然 就 会 有 及 与 !? 同 构 . 
推论 4.58 Z2([0,1) 空间 与 22 空间 等 距 同 构 . 
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线性 算 子 理论 构成 活 昂 分 析 的 核心 内 容 ， 它 是 泛 函 分 析 应 用 于 各 个 领域 
的 主要 工具 ,近代 数学 与 工程 实际 中 的 许多 问题 如 果 能 够 看 成 定义 在 某 空 间 
上 的 算 子 或 算 子 方程 就 可 以 利用 泛 函 分 析 方 法 进行 研究 . 

人 本章 证 要 介绍 线性 算 子 与 线性 泛 孙 的 基本 概念 和 性 质 ， 在 此 基础 上 着 重 
介绍 泛 孙 分 析 的 基本 定理 一 一 逆 算 子 定理 、 闭 图 像 定理 、 一 致 有 界 原理 与 
Hahn-Banach 定理 ,最 后 讨论 对 倘 空 间 、 自 反 空 间 、 弦 收敛 以 及 对 偶 算 子 等 
内 容 . 


85.1 ”有 界 性 与 连续 性 


让 我 们 回顾 线性 算 子 与 线性 泛 遇 的 有 关 概 念 . 

定义 5.1 设 X 和 了 都 是 数 域 了 上 的 赋 范 线性 空间 ， 全 : X 一 六 . 
如 果 对 于 任意 的 z, EAX 有 : Tz+a 训 = 了 Tzr+ 了 也 则 称 了 是 可 加 
的 . 若 对 任意 的 数 a € 下 及 任意 的 TE 六 有 : T(azx) = aTz, 则 称 了 
是 齐 次 的 . 可 加 齐 次 的 映射 称 为 线性 映射 或 线性 算 子 . 六 称 为 了 的 定义 
域 , 记 作 D(T) = X. R(T) := {yEY: =TzrzEeX 称 为 了 的 
值 域 . X 中 使 得 了 x = 0 的 元 素 x 的 集合 称 为 了 的 零 空间 , 记 作 ker(7)， 
即 ker(T) := {x : Tz = 0. reX)=T-I({0) 特别 地 ， 将 线性 算 子 
了 : X 一 下 . 称 为 线性 泛 函 . 

定义 5.2 设 X 和 1》 都 是 数 域 下 上 的 赋 范 线性 空间 ， 工 : XX 一 Y 
是 一 个 线性 算 子 ， Zo E 兰 . 如 果 对 于 X 中 任何 收敛 于 zo 的 点 列 {zn}, 恒 
有 了 T 了 zn 一 了 Zo (n 一 十 zc) 此 时 称 T 在 点 Zo 处 连续 . 若 了 在 太 内 每 一 
点 都 连续 ， 则 称 了 在 X 上 连续 . 如 果 存 在 正常 数 MI, 使 得 对 一 切 ZE 大, 有 
jz < xz 则 称 工 是 有 界 的 , 否则 称 7 是 无 界 的 . 

例 5.3 设 X 是 赋 范 线性 空间 , 对 于 任意 的 YEX 定义 算 子 T(z) := 7， 
则 了 工 是 X 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 , 它 也 是 一 个 连续 线性 算 子 ， 称 它 为 三 上 
的 单位 算 子 或 恒 等 算 子 . 将 六 中 每 个 元 映 成 0 的 算 子 ， 称 它 为 零 算 子 , 从 
算 子 既是 有 界 的 也 是 连续 的 . 
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例 5.4 解析 几何 中 常见 的 旋转 变换 


T= rc0s0— ysing, 
(9 为 一 个 给 定 的 角度 ) 


y=7sing+ycoso, 


是 R2 到 它 自身 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 它 也 是 一 个 连续 线性 算 子 . 
例 5.5 连续 听 数 的 积分 


b 
/5)=/ zt)jdt, vzrecCc(la,d) 


是 定义 在 连续 岗 数 空间 C([a. 外 ) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 纲 ， 它 也 是 一 个 连续 线 
性 泛 沿 . 

定理 5.6 ” 设 头 和 YY 者 是 数 域 玉 上 的 赋 范 线性 空间 ，T: XX 二 Y 
是 一 个 线性 算 子 ， 如 果 了 在 某 一 点 zo € X 连续 ， 则 了 在 六 上 连续 . 

证 明 任 取 za，zreX. =1，2，.… 并 且 设 zn 一 ”7z(n 一 十 co)， 
由 了 的 可 加 性 ， 有 


Tzn—Tr=T(rn -7r)=T(rn -r+70) -TZo. 


由 于 za 一 z+zo 一 2? Zo (n 一 十 X),T 存 zo 连续 ,我 们 有 T(zn 一 7 十 70) 一 2 
Tzo 人 (一 +co). 故 Tzn 一 TX(n 瑟 十 00). 因此 , T 在 zx 处 是 连续 的 . 

注 、 巾 定理 5.6 知道 ， 要 验证 一 个 线性 算 子 是 否 连 续 ， 只 要 验证 它 在 某 
一 点 (通常 验证 0 点 ) 是 否 连续 就 可 以 了 . 

定理 5.7 设 X 和 了 都 是 数 域 了 上 的 赋 范 线性 空间 ，T: XY 
是 一 个 线性 算 子 ， 则 了 连续 的 充分 必要 条 件 是 了 有 界 . 

证 明 ”充分 性 的 证 明 . 设 全 有 界 ， 则 存在 M > 0, 使 得 对 一 切 
z EX 有， 人 ITzll<s Mllzll. 任 取 点 列 {Zn} C 关 ，n = 1，2，…, 使 得 
zn 一 (mn 一 十 co), 于 是 


Tz -Tz = T(r 一 zl<Mjzn 一 zl 一 0(n 一 二 oo)， 


因此 ， 人 在 X 内 任 一 点 Z 处 是 连续 的 . 

必要 性 的 证 明 (用 反 证 法 )、 设 全 连续 但 无 界 ， 则 对 每 个 自然 数 n, 必 存 
在 zw E X，zrn 尖 0, n= 二 1，2,，…, 使 得 上 zn >m|za|l. 因 zn 关 0, 从 
而 可 以 令 yn = zn/(n]zn), 则 jynll = 1/n, 因此 lynll 一 0(n 一 +00)， 
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从 而 yn 一 0(n 一 十 xc). 由 工 的 连续 性 知 ，Tyn 一 0(n 一 十 oo). 另 
一 方面 ， 考 虑 到 yn 二 Zn/(n 上 上 zn), 就 有 

Tzrn | _ 
nlznllll 


lITznll 


za “ 


IlTynl = | 


这 就 说 明了 yn 地 0(n 一 十 20), 当然 , 这 与 yn 一 0(n 一 十 co) 相 世 盾 ， 
故 了 有 界 . 
注 定理 5.7 表明 ， 对 线性 算 子 来 说 有 界 性 与 连续 性 是 等 价 的 . 


85.2 ”线性 算 子 的 范 数 


对 于 有 界线 性 算 子 ， 我 们 将 定义 算 子 的 范 数 ， 它 是 一 个 重要 概念 ， 为 了 
对 这 一 概念 有 比较 清晰 的 了 解 ， 先 作 一 些 解 释 . 设 X 和 都 是 数 域 刁 上 的 
赋 范 线性 空间 ， 卫 : 七 一 Y 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， zo € XX, zo 天 0. 由 
了 的 齐 次 性 ， 对 任何 不 等 于 等 的 数 a, 当 z = azo 时 ， 恒 有 


ITzl _ Tzoll 


lizll zol “ 


因此 | 六 zolMllzoll 是 沿 zo 方向 的 向 量 经 过 算 子 了 作用 后 的 伸 长 率 ， 当 zo 
在 X 中 变化 时 ， 相 应 的 伸 长 率 也 随 着 变化 . 在 关于 有 界 性 的 定义 中 M 便 是 
这 些 伸 长 率 构成 的 集合 AM 的 一 个 上 界 . 上 界 当然 不 唯一 ， 我 们 取 其 中 一 
特殊 的 ， 把 它 称 为 了 的 范 数 ， 即 就 是 最 大 的 伸 长 率 . 

定义 5.8 设 久 和 YY 都 是 数 域 上 的 赋 范 线性 空间 ，T: XY 
是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 令 


lITzll 
lzll 


则 称 IT|| 为 了 的 算 子 范 数 , 简称 为 范 数 . 
定理 5.9 设 X 和 了 都 是 数 域 刁 上 的 赋 范 线性 空间 ， 了 : 所 一 工 
是 有 界线 性 算 子 ， 则 有 


ITI= Sp 


ITH = sup{lTzll: llzl <1, ze XxX} 
sup{llT zll: llzl=1, zeX)} 
= in{M: |Tzl < Mlzll, vz€e X}, 


ll 
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特别 地 ， 对 于 任意 的 > e X, 恒 有 |Tzll < Tizjl. 
证 明 因为 


{ITal: ze Xx, lel=1} 
{fr (ml: ex #0) 


{ 踢 上 z EX, z#0} c {rall: z EX, lel <1}, 


所 以 
II = sup{lT zll: ze xX, zll=1}<sup{lTz): ze xX, lzl <1}. 
另 一 方面 ， 我 们 有 
sup{fllTzl: zeX, lzl<1} 
= sup{lTzll: rexX, lzl<1, z 关 0} 
< sup {lL: sex, lal sy 2#0) 
< sop{ 时 六 : ZEX， «#0) = 1 


因此 
JW = sup{lT rl: Jizlls1， ze X}. 


令 a=inffM : Tzll < Mlzl，Y z € XX}.， 现在 要 证 明 : 
a=supfllTrzll: Izl<1 zeX}. 对 z 关 0 有 ，|lz/llzll = 1, 从 而 有 


[x ( 吾 )| <suptlrzl: zl <1, se X}. 
el 
对 z= 0 前 式 显 然 成 立 ， 即 对 于 任意 的 ze 羡 , 始终 有 
Irzll<sauptlrzl: lal <1, zeXylzl 


由 a 的 定义 ，a < supfll7zll: lzll < 1，z EXX} 另 一 方面 如 果 M 
满足 条 件 ， 对 任意 的 x < X, |Tzll < M lz, 则 当 llzll < 工时 自然 地 有 
HTzl < M, 所 以 sup{lTzll: lzll<1，zEX} < M, 故 


supflTzl: lzl<1, ze X}<a. 
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所 以 ， supfllT zll : jizl < 1，z € X} = inf{M : lITzl < 
Mi|lzll, Y z € XxX}. 

注 定理 5.9 表明 有 界线 性 算 子 的 范 数 可 以 采用 不 同 的 等 价 形式 ， 不 等 
式 上 zl < THzll 给 出 Txl| 的 某 种 最 佳 估 计 . 此 不 等 式 在 以 后 经 常 使 
用 . 


85.3 ” 求 有 界线 性 算 子 范 数 的 实例 分 析 


现在 举 几 个 例子 ， 说 明 如 何 估计 算 子 的 范 数 以 及 如 何 求 出 算 子 的 范 数 ， 


一 般 情 况 下 求 算 子 范 数 是 很 困难 的 . 
例 5.10 ” 赋 范 线性 空间 X 上 的 相似 算 子 Tz = az 是 有 wa 
而 且 17 站 = lal. 车 a=1. 则 为 单位 算 子 ,因此 天 =1. 著 a=0, 则 


人 为 零 算 子 ， 因 此 gl = 0. 

例 5.11 在 内 插 理 论 中 ， 我 们 通常 用 Lagrange 公式 来 求 已 知 连续 沿 
数 的 近似 多 项 式 . 设 ze Ca 中), 在 [a,9] 内 任 取 nn 个 点 a <ti<t2< 
…< tn <b, 作 多 项 式 


= ) (tta) (totk) (ttkt1) (to— tn) 
记 二 在 ) tk — 02) ee (te — tp) (tk — te) (tk — tn)’ 


k=1. 2,:.……, n. 


P(t) := 


再 让 


Luz := yt) = z(tk) P(t), 
k=1 


则 Ls 是 Ctfa, 如 ) 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 而 且 


1 = max{ 3 [BD): vte [a,b)}. (5.3.1) 
k=1 


证 明 工 , 的 线性 是 明显 的 .现在 证 明 (5.3.1) 式 , 令 a = 虹 品 之 S IP(D)}, 
则 


Inzl = me [a () PO) < 0 mg (| = olelle. 


故 上 Ln < a 
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另 一 方面 ， 由 于 SR) 在 [a. 如 ] 上 连续 ， 故 存在 to € [a,0 使 得 


oa= D3 | 及 (to)|. 
k=1 


取 To € C([a, 外 ) 使 得 zollx = 1， zo(tk) = sgn(Pe(to)), k= 1, 2, 
…，n. 于 是 


n 


> sgn( 及 (to)) Pi (to) 


Ik=1 


DIR(to)| =a. 
k=1 


ll Zn zol > I(Ln zo)(to)| = 


Hl 


故 中 Cal 之 as 从 而 Lal =a 
例 5.12 设 太 (s,t) 是 定义 在 0<s<1，0<t<1 上 的 连续 实 滑 
数 ， 在 实 连续 是 数 空间 C([0,1]) 中 定义 积分 算 子 
1 
(n=/ K(s,t) z(t) dt, 
则 工 为 C([0,4]) 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 而 且 
py le p 
I < goa, | Ks lat. (5.3.2) 
证 明 个 的 线性 是 明显 的 .事实 上 ,对 于 任意 的 zx, ye C([0,1]), a, pe 
R, 


{T(az + 3y)](s) 


= fts) (ar+By)(t)dt 
0 


fxs) [az(t) + BvDlat 


1 1 
of K(s.0) (0)dt+8/ Kl(s,t) y(t) dt 
0 0 


a(Tz)(s) + (TY(s) = (aTz+BTY)(s). 


Tlar+8y)=aTr+BTy. 
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下 面 证 明 了 的 有 界 性 及 不 等 式 (5.3.2). 令 
1 本 
1 = pag, 人 IK(s.Dldt. 
则 对 于 任意 的 xe C(I0.1]). 有 


1 
ITzl> = as I/ K(s.t) z(t)dt| 


I 人 


a (| a [IG dat = M llzlle. 
故 了 是 各界 的 而且 |ITI < 入 . 

注 实际 上 ,可 以 证 明 7 = gag 人 IK(, Dladt 

例 5.13 ”对 于 任何 YE LI([o. 吕 )、 定义 
CaO= ras. 


则 工 为 Li([a. 是 ) 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 而 且 lITI| = 6 一 a. 
证 明 对 于 任意 的 TY，VELl([ai)、a，3eC，tefao, 引 有 


[Tl(ar+ 3)]() 
fe r(s)+ 3y(s)]lds 
a f rls)a 5 二 3 [uaas 


= a(Tr)(t)}+3(TY)(t)= [aTr +8TY(t). 


上 


I 


故 T(ax 二 3y) =aTz 二 3Ty. 这 说 明了 是 线性 算 子 . 
下 面 证 明 T 的 有 界 性 以 及 eT = 6 一 a. 


b b t 
ITzl = frawa=/ /ras 


四 (fsas) dt sf (frees) 对 和 


realas=e@-alzh 


dt 


1A 


由 


所 以 了 是 有 界 的 ， 而 且 Tl <b 一 a. 
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另 一 方面 ， 对 于 自然 数 n 作 隆 数 (假定 nt 足够 大 ， 使 得 c 十 击 <b) 


?2，tcEla,a 二 元 |， 
SS [ 看 
0，te (a 十 去 ,可 


显然 ，zn E Li([a, 冲 ), 而 且 
b 
leslh = lendlat= 1, 
进而 有 


IT znll, 


A nls) dsl dt 

s 大， / a :| zn(s)ds|d 
[ (t—a) )dt+ 上 人 ds+ 人 0ds| d 
es 


| 


ll 


ll 


= (5-aq) -万 . 


故 ， 上 TI > sup]ITznlhi 之 上 一 0 因此 ， | 站 | =b 一 a. 
例 5.14 考虑 积分 算 子 


(Tzr)(t) = f zas 


试 证 明 

(1) 当 把 TT 看 作 Ca) 一 > C([a, 匡 ) 的 算 子 时 ， TI = 一 ai 

(2) 当 把 下 看 作 1([a, 机 ) 一 > C([o, 如 ) 的 算 子 时 ， 17 = 1 

证 明 (1) 任 取 ze Ca 中), 注意 到 C([a, 如 ) 中 的 范 数 为 jzllo = 
2 jz(t|, 则 


[falas < 0- oe 


ITzll> = ee 
tela 


3|/ z(s)ds| < 


故 上 TH<6 一 a. 
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另 一 方面 ， 取 xo(1) ==1. 则 lzoll = 1，| 了 zollwo =6b 一 a, 匣 


和 = sup IT rl > 人 zol =6—a, 
lzli=1 


因此 ，|1IZ = 一 a. 
(2) 任 取 zeEeZLL[a.). 则 


t | t 
二 s)ds| < K 
IFzl。 = mg) (94s) < ma { lolas 
b 
三 f (9as = lz 
, 
故 TH < 1 


另 一 方面 ， 取 zo() = 二: 品 然 ，jzoli = 则 


ds=1, 


本 
Im sup NT el > raol< = ss / 56 
所 以 TH 1 因此， 上 T=1. 

例 5.15 (无 界线 性 算 子 ) 

(1) 在 连续 卫 数 空间 C([0.1]) 中 讨论 微分 算 子 了 = 车. 将 在 [0, 1] 上 
有 一 阶 连续 导 凿 数 的 浙 数 全 体 记 为 C1(0,1), 以 它 作为 工 的 定义 域 ， 则 了 
是 定义 在 C1([0,]]) 上 并 且 在 C([0, 了) 中 取 值 的 线性 算 子 , 这 里 把 C7([0, 1]) 
作为 C([0, 如) 的 子 空间 看 待 .我 们 将 证 明 了 是 无 界 的 . 

(2) 设 入 是 仅 含有 限 个 非 零 项 的 数列 全 体 ， 它 作为 1 的 子 空间 是 一 
个 赋 范 线性 空间 ， 对 于 任 给 的 z = (zk) E 六 ,定义 线性 算 子 T: 一 六 


如 下 ; ep 
T= (GE kaw00.)] § 


大 =1 


我 们 将 证 明 工 是 无 界 的 . 
证 明 (1) 取 zn(t) = sin(n). 则 lznllw = 1, 但 是 


ran = | sin(nd)| = neostn dls =n 2 to0(n =» +o0), 


故 了 将 C1([0.1) 中 的 单位 球面 映 成 C([0,1]) 中 的 无 界 集 ， 因此， 了 是 无 
界 的 . 
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(2) 以 ex 表示 第 大 项 是 1 其 余 项 为 零 的 数列 ， 则 ek € X, lekjloo = 1， 
但 是 对 于 任意 的 自然 数 上 , | 上 Tek|ls。 = ,因此 了 是 一 个 无 界 算 子 . 

例 5.16 设 C1([0,1]) 表示 在 [0,1] 上 有 一 阶 连 续 导 函 数 的 函数 全 体 ， 
在 C1([0,1) 中 引入 范 数 


llzili := a Iz(D)|+ 加 |z’(t)), 
则 C1([0, 耻 ) 也 构成 典范 线性 空间 (注意 ;此 时 C1([0, 了]) 并 不 是 C([0, 1]) 
子 空间 ), 此 时 把 了 = 入 看 作 Ca([o,1]) 到 C(I0, 了 ]) 的 算 子 ， 则 了 是 有 
界线 性 算 子 . 
证 明 对 任意 ze Ca([0.1), 有 


ITzll» = Das x (Tz) (| = | 莫 z@| 
< Bu x 2( tj 本 证 起 ztb| = lizhh. 


由 算 子 范 数 的 定义 知 ， TI < 1, 故 代 是 C1([0,4) 到 C([0,3) 的 有 界线 
性 算 子 . 


85.4 ”有 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 


若 要 具体 地 描述 一 个 线性 算 子 也 , 必须 对 了 的 定义 域 中 每 一 个 向 量 7， 
都 能 具体 说 出 了 x 是 什么 ， 或 者 能 找到 一 个 规律 ， 使 得 赁 着 这 个 规律 ， 就 能 
从 工具 体 地 找 出 人 x 来 . 当 了 定义 在 一 般 的 线性 空间 中 ， 这 个 问题 很 难 解 
决 ， 但 是 当 了 的 定义 域 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 时 ， 较 容易 解决. 

设 X 与 都 是 同一 数 域 上 的 有 限 维 赋 范 线性 空间 , 又 设 闵 是 即 维 ， 工 
是 mm 维 , 从 而 可 以 选择 {ei,e2,… ,en} 作为 X 的 一 个 基 , 而 {有 i,f2,…，, fm} 
是 Y 的 一 个 基 ， 于是， 对 任意 的 ZE X, 都 有 唯一 的 表示 


T= DEk ex, 人 KE 下 . 


故 ，Tz = 吕 ETek. 因此 , 如 果 工 el, Te2,…, Ten 都 知道 了 , 那么 Tz 
[2 


也 就 知道 了 . 所 以 ,要 具体 描述 T, 只 要 知道 定义 域 中 一 个 基 {e1,e2,…… ,en} 
的 像 了 el, Tez,…, Ten 就 可 以 了 . 
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定理 5.17 设 久 和 YY 都 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 ，T: 一 是 一 
个 线性 算 子 ,XX 的 一 个 基 为 {e1,e2,…,en},Y 的 一 个 基 为 {有 i, f2,……, fm}， 
并 且 已 知 ek (k= 二 1，2，……，n) 的 像 为 


Tek 二》 jkfj， 系数 妇 k 均 为 已 知 ， (5.4.1) 
=1 
则 定义 域 X 中 任意 元 z == 闷 ex 的 像 Tz= 下 大 中 的 系数 赤 为 


a 
MW= D6 k=1, 2, -mi (5.4.2) 


(5.4.2) 中 的 矩阵 恰 为 (5.4.1) 式 中 矩阵 的 转 置 . 
证 明 因为 


J | 
Se 
由 


-De GD = (Eure) 0- 时 (全 sg 及 . 


j=1 \k=1 k=1 \j=1 
再 由 假设 Tz = po 次 i 比较 Tz 的 两 个 表达 式 中 内 的 系数 ， 我 们 就 会 
有 n 
mM = Dtkj k=1, 2, .…., m. 


(5.4.1) 与 (5.4.2) 的 矩阵 形式 为 


Tm 


Te 万 
i = (bk) | ; (5.4.3) 
Ten 六 

mn kt 

本 = (tkj)mxn | . (5.4.4) 
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注 

(1) 由 定理 可 知 ， 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 了 ， 当 定义 域 与 什 

域 中 的 基 确定 之 后 ， 它 与 矩阵 (tkj)mxn 是 一 一 对 应 的 ， 记 作 TT ~ (tkj)mxn: 

(2) 在 有 限 维 赋 范 线性 空间 F* 上 , 当 p > 1 时 ， ,定义 了 了 范 数目 | 为 : 对 

任意 的 z = (1,62,…,&n) EF", 定义 zl := (B23 tk]P)WP. 也 可 以 定义 
b= 

上 1，lizllw := ax |5xl, 容易 验证 | | 和 中 "lwo 都 是 F” 上 的 范 数 ， 


而 且 (Fn ,| .用 ) 和 (F", | 上 |x) 都 是 Banach 空间 (FE" ,| jp) 可 以 看 作 
(1P, 则 -lp) 的 子 空间 . 仅 需 将 ze F” 等 同 于 I? 中 的 元 (zl,z2， ,Zn 0 小 
定理 5.18 设 X 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 ， 而 Y 是 任意 的 赋 范 线性 空 
间 , 著 了 : 六 一 Y 是 线性 算 子 ， 则 了 是 连续 的 . 
证 明 设 鲜 是 n 维 赋 范 线性 空间 ， 存 X 上 取 一 个 基 {e1,ez,…,en}， 
对 于 任意 的 xEX, 则 


令 zl = (六 Ek]>)12, 则 容易 验证 ‖- | 确实 是 X 上 的 一 个 范 数 ， 因 为 
‘=1 
/2 


=(F jaf] 二 by ia 站 ， 


ITall 


ll 


ll 


cz 


庆 1/2 
其 中 C= (EE | Tex 上) , 这 样 一 来 我 们 可 以 看 到 T 关于 范 数 | . | 是 
有 界 的 ， 但 是 六 上 原来 的 范 数目 | 与 :lz 等 价 ， 也 就 是 说 存在 C1 > 0， 
对 任意 的 EX, 满足 上 zll2 < Clzl 故 17zl<sCcCalz 由 因此， 工 
关于 原来 的 范 数 也 是 有 界 的 ， 因 而 是 连续 的 . 


例 5.19 设 
al 2 … Qin Tl Y1 
Q21 G22 Q2n Z2 y2 
A= z= ， Y= 
dml QAm2 “** lmn Tn Ym 


令 y = 4z, 几 于 和 矩阵 乘法 是 线性 运算 , 所 以 4 是 R" 一 ? RW 的 线性 算 子 ， 


在 R", Rw 中 分 别 定义 范 数 |z le := mas, rx， lyll := ,lvl 
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则 4 是 有 界线 性 算 子 ， 而 且 算 子 4 的 范 数 和 为 
Al = Ep (5.4.5) 


证 阴 算 子 媳 的 线性 是 显然 的 . 今 证 明 4 的 有 界 性 以 及 等 式 (5.4.5). 


令 a= mayx 出 
0 加 
人 可 = = me, ll = Be 本 


到 as lonl ejl < mas lel mes, 2 aul 
1<SkSm 1 -et 


I 人 


1<j<n 


ll 


allzl-. 


故 4 是 有 界 的 ,而且 141 > <a. 


一 方面 ， 令 时 本 
并 ool= max, lawl 
J=1 ~ Jat 


取 zo = (sgn(api),sgn(ap2).……,sgn(ann))I, 则 |jzollwo = 1, 而 且 有 


n 


> sgn(am) Qpj 


j=1 


lAzollx > 


ll 


max nla a 
1SASm 2 Sen (om) on 


三 omjl = Me 志 larj| = a. 
j=1 j=1 


从 而 可 知 等 式 (5.4.5) 成 立 . 
例 5.20 已 知 线性 算 子 4 : (R2,1 有) 一 ? (R2,1 .||2) 的 矩阵 为 


(人 


试 求 算 子 4 的 范 数 上 | .41 及 4 的 特征 值 . 
解 令 z= (zlzz)Te 及 2. 则 


盆 ; 三 T1 2zl 十 Z2 
Ar= = ， 
SS IT2 T1 十 2zr2 
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从 而 ， 
Alls = sup {5+8z172]/? 
?+z2=1 
营 sup [5— 4((z1— zz)2 一 D2 
2 +73=1 
= sup (9—4(z1— 72)")!/?= V9=3. 
29+23=1 
4 的 特征 多 项 式 为 
j2-a 1 | 
14-28| = | |=- -+s 
| 
= (和 -1J(A 一 3) 


从 而 得 到 4 的 特征 值 为 Al = 1，X2 = 3. 
注 42 = maax 人 il,|Xa|}. 一 般 地 , 对 于 及 ”中 的 矩阵 算 子 4, 容易 知 
道 应 该 有 | 4 > max |Ak|、Ax 为 4 的 特征 值 . 这 是 因为 对 应 于 Xk 的 特征 


向 量 zk 满足 4zk 二 和 x zk 所 以 上 4zk 人 = 人 AEzk 直 天 三 1 2 和 
lAzxl 
Tk 
Allz > su = max | 和 Ak|. 
Al > up Tazxl ax | Ak| 


自然 有 一 个 问题 矩阵 算 子 在 什么 条 件 下 ， 就 会 有 | 4 1 = ma |Ak| 呢 ? 这 
个 问题 可 以 由 下 面 的 定理 来 回答 . 

定理 5.21 设 线性 算 子 4: 〈(R ,| ll2) 一 (CR" ,| .12) 所 对 应 的 矩 
阵 (aij) 为 对 称 的 ， 并 且 设 4 的 特征 值 为 入 (k = 1，2，…，n), 则 算 子 
4 的 范 数 为 ‖ 4 = ,max IXxl. 


例 5.22 求 由 (R2.1 .1|。) 到 (R2,‖| |-) 的 矩阵 算 子 
大 Q11 Q12 
Q21 Q22 
的 范 数 |4ll-. 
解 令 z= (zx1, 72)T E 及 2, 则 


al Q12 Z1 al 71 十 Q12 72 
47 = 三 = 
Q21 Qa22 T2 Q21 TI1 十 022 72 
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1 4zlle = max(lan T1 十 a12 72|, |a21 Z1 + a22 za|) 
< max(lanzi|+ la 72),|a21 71| + |a22 72)) 
< max{(lan|+ lal) max{|z1l,|z2l}, 
(laz1| + a22l) max{|z1, |z2)}} 
< max{lan|+ lerl,laz| + laz2l} | z lle. 
所 以 
Al < max{lan| + jarzl, lez1| + lazz|}. (5.4.6) 


另 一 方面 ， 令 x0 = (lan|/an, |aizl/a12)T, 车 分 量 中 分 母 为 0, 则 设 该 分 量 
为 1, 因此 不 论 an,a12 是 否 为 0 都 有 zolw = 1, 并 且 有 


a a al2 lanl/an lanl + lai2l 
0 一 = ， 
a a 
a2 a22 laiz2|/a12 oa + a22 lu2l 


Qa12 


a a 
| Arollx = max {flan + Jay2l, la21 lanl 十 a22 lexl } 

a1l a12 

故 

14le = sup | Azlle 2 1Azolle > lanl+ loar2l. 
lzl=1 
类 似 可 以 得 到 
1 Al 2 lazil + laz2l. 
从 而 


1 Al > max{lan| + la12l, lazi| + azz|}. (5.4.7) 
结合 (5.4.6)、(5.4.7) 式 便 有 
1 Al = max{lanl + laazl,lazal + lez2)}. 


注 设 线 作 算 于 4: (R" ,四 2) 一 (CR ,有 ||2) 所 对 应 的 矩阵 (aij) 仍 
然 记 为 4. 则 算 子 4 的 范 数 | 4 为， 4 = Vp(4T 4), 其 中 p(47 4) 
表示 实 对 称 捧 隆 4T 4 的 谱 半 径 ( 即 最 大 特征 值 ). 

林 节 最 后 ， 我 们 通过 一 个 例子 来 考察 无 穷 矩 阵 所 确定 的 线性 算 子 及 其 范 
数 的 计算 问题 . 
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例 5.23 设 4= (aij)(i,j = 1,2,…) 是 一 个 无 穷 矩阵 ， 其 中 ai; € 下， 
形式 地 定义 线性 算 子 4: z 一 47 如 下 : 


y = Az, z= (7)), y= (%), 
十 cc 
Yi 一 > oj t= 1,2,.°° 
j=1 
(1) 如 果 @ := sup 呈 Jai| < +oo, 此 时 可 以 将 4 看 作 4: 全 二 如 则 
j 证 1 
4 为 有 界线 性 算 子 而 且 4 的 范 数 14 = a; 
+o0 
(2) 如 果 a := sup 站 |aij| < +oco, 此 时 可 以 将 A 看 作 A :1” 一 1™%， 
i j=1 


则 4 为 有 界线 性 算 子 而 且 4 的 范 数 4 二 a; 
lp 


oo 十 oo P/9 
(3) 如 果 8 := 局 人 mw 站 | <+o0,1<p=9/(g-1) < 
i=1 \j=1 
上 +co, 此 时 可 以 将 4 看 作 4:1P 二 IP, 则 4 为 有 界线 性 算 子 而 且 4 的 范 数 


lAlls < 1b. 
证 明 
(1) 对 于 任意 的 z= (zj) E ,有 
十 oo 
Dlaij zj] < suplaijl llzlli < allzl < +%, 
j=1 了 


ta too 
故 可 aij 2) 收 合 , 令 Wi = 2 aij Zi AZ = (Wi), 则 有 
j=1 J= 


十 oo 十 eo |+eo 
lAzl = l= 
i=1 i=1 j=1 
+o0 +o0 
< > laallzjl 
j=1i=1 
+oo 
< ay lzil= allzl. 
和 =1 


所 以 4 为 有 界线 性 算 子 而 且 4 < a 
为 了 证 明 A = a, 下 面 仅 需 证 明 A > a. 为 此 ， 仅 需 证 明 对 于 任 


+oo 
意 的 < a 都 有 14 > k. 根据 a 的 定义 , 存在 下 标 jo 使 得 4 < 名 laiol. 
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设 {ej} 是 下 的 标准 基 ， 则 jlejlh = 1, 4ej = (01;,02j,…). 于 是 
十 oo 


A < > loal=14exlh 


i=1 
< Alleilh = 14h. 


(2) 对 于 任意 的 z= (xj) EL, 类 似 于 (1) 可 以 得 到 


|+eo 
sup| > oaijzj| 
i |j=1 | 


sup lail llzllse = allzll。， 
| 
所 以 4 为 有 界线 性 算 子 而 且 Ax。 < av 其 次 ， 对 于 任意 的 / < on 选取 io， 
使 得 < 位 laioil 令 zj = sgnaioj，z = (zj). 不妨 设 0< NA < a 因此 
j=1 


i4zl> 


i 


I 人 


z 关 0, 于 是 上 zw =1. 故 
8 +o0 
1 < Dlaiol= Daioz; 
j=1 j=1 


< |4zll> < lAlls llzl> = 4ll=. 


这 便 推出 上 4x = a 
(3) 任意 给 定 x = (zj) E 1?, 有 
十 oo | 
让 
14rp = 工 | 壮 oz | 
发 


1 


3 a llzlly = (8 lzllp)™. 


I 人 


于 是 上 4zj < 31]zl. 内 为 有 界线 性 算 子 而 且 | 4 < B. 


55.5 “有 界线 性 算 子 空间 、 算 子 列 的 一 致 收敛 与 强 收敛 


设 (由 1x) 与 (科目 ) 是 同一 数 域 FF 上 的 两 个 赋 范 线性 空间 ， 
用 B(X,Y) 表示 全 体 有 界线 性 算 子 了: 一 了 的 集合 本 节 始 终 用 
X,Y, 2Z,…: 表示 同一 数 域 FF 上 的 赋 范 线性 空间 . 
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定理 5.24 在 B(X.Y) 中 定义 线性 运算 如 下 : 
(T+T)r=Tr+Tr. Ti BeBXY), rex, (5.5.1) 


(aT)z=al(T7r), TEéB(X,Y), aE€®, (5.5.2) 


则 B(X,Y) 按照 上 述 线性 运算 是 一 个 线性 空间 ， 若 B(X.Y) 再 以 算 子 范 数 
作为 范 数 ， 则 妃 (X,Y) 是 一 个 赋 范 线性 空间 

证 明 ”容易 看 出 B(X.Y) 按照 (5.5.1). (5.5.2) 确实 构成 线性 空间 ， 现 

它 是 赋 范 线性 空间 ， 为 此 仅 需 验证 范 数 的 三 个 条 件 : 

(1) TH > 0 是 显然 的 车工 = 0( 稚 算 子 ), 显然 有 T= 0, 反之 ， 
若 ‖T = 0. 则 对 一 切 xE XX，Tzx=0. 故 了 T=0. 

(2) la7l = es ja7zl=lal sup ITzll= lalllTl, vae 


iizll=1 


F. 
(3) 对 于 任意 的 .Ts € B(XX.Y), 则 


17Ti+T) = Sub Ti+)zl| = ns ITiz+Tr| 
lzll= lzll= 
< sup | 五 zl 二 Se 1 7z = 上 十 上 7 外 
jzll=1 上 


注 “今后 称 B(X.Y) 为 有 界线 性 算 子 空间 ， 当 X = Y 时 ， 我 们 将 
B(X, 久 ) 记 作 B(X), 而 将 任 一 了 E B( 羡 ) 称 为 定义 在 X 上 的 有 界线 性 算 
子 ，B(X,Y) 中 的 算 子 列 {Zh} 的 收敛 概念 与 一 般 赋 范 线性 空间 相同 ， 即 如 
果 有 人 Te B(X,Y), 使 得 中 ,一 了 TT 一 0 一 +co), 则 称 Th 按 算 子 范 数 
收敛 于 了 或 一 致 收敛 于 工 ; 记 作 ,im 到 一 工 或 有 下 工作 一 +00). 

定义 5.25” 设 算 子 列 {T,} C B(X.Y), Te B(X,Y)， 若 对 每 一 
zEX 都 有 Tox 一 了 7 人 n 二 十 20), 则 称 算 子 列 Tn 强 收敛 于 工 , 简 记 为 
T, Tn +o0). 

定理 5.26 ” 设 算 子 列 {Tn} C B(X,Y)，T e B(X,Y), 那么 算 子 列 
{T,} 依 算 子 范 数 收敛 于 工 的 充分 必要 条 件 是 {Tn} 在 X 中 任 一 有 界 集 上 
一 致 收敛 于 工 . 

证 明 ”必要 性 的 证 明 .。 设 lim lim 一 TIl=0%4cSX 为 有 界 集 . 
因为 4 有 界 ， 所 以 存在 正 数 MAL., 使 得 当 zE A 时 ， 始 终 有 省 ?< M, 故 


Tz Tel < T= THzl < MT -TH (5.5.3) 
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对 于 任意 给 定 的 = > 0. 始终 存在 自然 数 Y. 使 得 当 n > N 时 ， | - 
TH < =/M 册 (5.5.3). 当 n > N 时 ， 对 于 zeE 4 一 致 地 成 立 不 等 式 
上 Tz 一 xi < =, 故 算 子 列 {T} 在 4 上 一 致 收敛 于 工 . 

充分 性 的 证 明 。 ” 设 算 子 列 {Th} C B(X,Y) 在 X 的 任 一 有 界 集 上 
一 致 收敛 于 Te B(X.Y). 取 X 中 的 单位 球面 S = {z E XX: jz = 
1}， 对 于 任意 给 定 的 = > 0. 存在 自然 数 N. 使 得 当 n > N 时 ， 不 等 式 
Thz 一 了 zi < ,对 于 x&E 3 一 臻 地 成 立 ， 于 是 

lmm-7TI= sup lTz-Tzl<s，vn > 入 ， 
lzll=1 

故 算 子 列 {T} 依 算 子 范 数 收敛 于 工 . 

定理 5.27 ” 设 算 子 列 {Tn} C B(X,Y)，T € B(X,7 了 ). 若 一 
T+20). 则 TD 六 工 (n 二 二) 

证 明 因为 


Tz-Trl=1(Tm -Dls 1m 一 工作 > 小 


所 以 ,车 一 工 (n -+oo), 我 们 就 有 Ts 车 工 (n 一 +ec)， 


注 To 车 T(n 40) 2 TT(n +00). 
例 5.28 设 工 : 人 2 一 ?12, 对 任意 的 z= (Tz1，72，…) EL, 令 


Thz := (Pn, Tntls ‘°°). 


可 以 证 明 ,并 0 (n 二 +2c) (9 为 罕 算 子 ), 但 是 TD 万 0 (n 一 十 co)， 
+20 


十 eo 
证 明 若 Te 局. 因为 二 zk] 收敛 ， 巾 级 数理 论 知道 ,2 lz 一 
k=1 =n 
0(n 一 十 x), 故 


+ 
IT3r l= 3 zrb? — 0(n = +00). 
k=n 


因此 ， TT -党 g (n 一 +x). 
另 一 方面 ， 又 设 en 二 (0，…，0，1，0，…-) ( 仅 第 nn 项 为 1 其 他 位 
置 是 0), 则 Th en = (1.0,…), Tn en 上 | = 1, 但 是 因为 ‖en|| = 二 故 


T= sup NT zl > supllTaenl=1, n=1, 2, 
l。 e 


lizll= 
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所 以 上 大》 0(n 一 十 o0), 这 就 说 明 Th 大 > 9 (n 一 十 co). 

一 般 来 说 ， 妃 (X,Y) 作为 赋 范 线性 空间 不 一 定 完备 ， 但 如 果 了 是 完备 
的 ， 则 有 下 面 的 定理 . 

定理 5.29 设 Y 是 Banach 空间 ， 则 B(X,) 也 是 Banach 空间 . 

证 明 设 {Th} 是 B(X,Y) 中 的 一 个 基本 点 列 ， 于 是 对 于 任意 给 定 的 
< > 0, 始终 存在 自然 数 入 , 使 得 当 m，n > 六 时 , 有 Tm 一 Th 上 <e. 任 
取 TEX, 当 m，n >N 时 ， 则 有 


Tnz— Tz) < Tn — Tallizl < ellzll. (5.5.4) 


故 {Tnx} 是 Y 中 的 基本 点 列 ， 依 假设 是 完备 的 ， 故 {Tn zl 在 了 中 收 
敛 于 某 一 元 素 y. 于 是 有 

lim Tnzx=y. (5.5.5) 
00 


定义 算 子 工 : Tz = 外 现在 证 明了 是 定义 在 X 上 而 值 域 包含 在 中 的 
有 界线 性 算 子 ， 而 且 了 是 {Tn} 在 算 子 范 数 意义 下 收敛 的 极限 . 
了 的 线性 是 明显 的 ， 下 面 证 明 它 的 有 界 性 .由 于 
上 To -Ta slTn ~ Ta oO 0(m, n+0%), 


故 人 Tn 用} 是 基本 点 列 ， 因 此 人 7% 上} 是 有 界 的 . 对 于 到 二 1，2，…"， 可 
以 设 Tn 有 < AT 根据 


17zl= lm Tz < Glim TD lS MIzl (ee X), 
可 知 ， 了 全 有 界 并 且 TH< A. 


最 后 证 明 算 子 列 {T,} 依 算 子 范 数 收 仑 于 T. 在 (5.5.4) 中 令 m 一 十 co 
f 利 用 (5.5.5) 以 及 等 式 了 x = y, 得 到 


业 


lmz-Tzl<slzl，zeX， n>N. 


因此 ， 对 于 任意 的 自然 数 n> NN 有， 上 Th T < =, 于 是 ， 算 子 列 {7%} 
依 算 子 范 数 收敛 于 人, 所 以 B(X,Y) 中 任 一 基本 点 列 必 有 极限 .这 就 说 明了 
B(X,Y) 是 Banach 空间 . 

注 

(1) 有 界线 性 算 子 是 一 类 特殊 的 但 又 比较 重要 的 线性 算 子 ， 它 有 不 少 有 
用 的 性 质 ， 如 :一 个 线性 算 子 如 果 在 一 点 连续 ， 那 么 它 在 整个 定义 域 上 都 连 
续 ， 有 界 性 与 连续 性 等 价 . 


154 - 应 用 汉 函 分 折 


(2) 与 有 界线 性 算 子 密切 相关 的 第 一 个 重要 量 是 它 的 范 数 ， 而 且 它 满足 
性 算 子 密切 相连 的 运算 是 有 界线 性 算 子 之 间 的 线 


(3) 召 (入 . 工 ) 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 有 利于 从 更 高 的 层次 上 来 研究 有 界 
线性 算 子 . 

(4) 在 B(X.Y) 中 引入 了 依 算 子 范 数 收 仇 和 强 收敛 的 概念 ， 注 意 它们 
的 久别 ， 


85.6 “ 开 有 映射 定理 、 逆 算 子 定理 、 闭 图 像 定理 


在 高 等 数学 中 介绍 过 反 消 数 的 概念 ， 当 然 ， 单 调 基 数 必 存 在 反 尔 数 ， 下 
面 将 把 这 个 概念 和 相关 

定义 5.30 ( 开 映 射 ) 设 六 和 六 部 是 数 域 F 上 的 赋 范 线性 空间 ， 映 射 
工 : X 歼 六 称 为 开 映 射 是 指 对 民 中 每 一 个 开 集 U, 其 像 了 (VU) 是 
中 的 开 集 . 

注 ”注意 区 分 开 映 射 与 连续 映射 ， 连 续 映 射 不 一 定 是 开 上 映射， 比如， 当 
数 f: R 一 > R, 对 于 任意 的 YE R. f(x) := sinx, 则 了 是 连续 的 ,但 是 
下 把 (0.27) 映 成 [一直 所 以 了 不 是 开 映 射 

定理 5.31 ( 开 了 映射 定理 ) 设 工 是 Banach 空间 X 上 到 Banach 空间 
上 的 有 界线 性 算 子 ， 则 工 是 一 个 开 映 射 . 


注 
(1) 了 的 定义 域 和 值 域 都 是 Banach 空间 ; 
(2) 工 的 域 是 全 空间 兴 . 即 D(1) = 入: 


(3) 了 的 值 域 是 全 空间 六 即 R(T) = : 
(4) 工 是 连续 的 . 
证 明 用 B(x0.a)， [lyo.b) 分 别 表示 六 .YY 中 的 开 球 ， 下 面 分 三 步 来 
完成 证 明 . 
(1) 为 了 证 明了 人 是 开 映 射 , 即 对 于 任意 的 开 集 全 .证 明 工 ( 钱 ) 是 开 集 ， 
当 且 仅 当 证 明 ， 存 在 正 数 9. 使 得 
TB{0.1) 2 5(0.0). (5.6.1) 


事实 上 ， 必 要 性 是 显然 的 (因为 0 是 内 点 ). 下 面 证 明 充分 性 . 因为 了 是 线性 
的 ， 条 件 (5.6.1) 等 价 于 


TB(ro.r) 2 LTzo.rolj、Y roeX Vr>0. 
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对 于 任意 的 yo E T(W). 由 定义 知 始终 存在 ro e WW, 使 得 yo = 了 zo. 因为 
W 是 开 集 ， 所 以 存在 B(xo.r) D> WT'. 于 是 取 。 二 76, 我 们 就 有 


U(T x0.:) C TB(zxo.7) CT(UT). 


这 就 说 明 yo = 了 xzo 是 了 (IT) 的 内 点 . 
(2) 对 于 任意 给 定 的 = > 0. 始终 存在 6 > 0, 使 得 TB(0,s) 在 U(0,e 56) 
中 稠密 ， 即 就 是 二 
TB(0,.:) 2 U(0.=6). 


+20 
因为 六 = UB(0.). 所 以 
k= 


由 于 YY 是 Banac 空间 ， 由 Baire 纲 定理 ， Y 是 第 二 类 型 集 ， 因 此 ， 存 在 
自然 数 ko, 使 得 T 吾 (0, ko) 至 少 含有 一 个 内 点 ， 从而， 存在 开 球 U (yo,70) C 
TB(0, Ko). 取 6 = ro/Ko, 对 任意 给 定 的 ye U(0,e5), 就 有 如 土 名 ye 
U(yo,r0). 因此 ， 存 在 瑟 (0.ko) 中 的 点 列 ( 因 U(yo,70) C TB(0, ko) ) {zk} 
及 { 芭 }, 使 得 


A A 
Trk —} yo — 2y. 区 y+ yk +0). 


从 而 ， T( 袁 (2) 一 Yy( 太 二 十 20). 显然 区 (zh~—Zzxk) € B(0,e) (k= 
1，2，… 小 故 TB(0,e) 在 U(0.s6) 中 稠密 . 

(3) TB(0.1) 2 U(0.6). 由 (2) 的 证 明 可 知 ， 对 于 任意 的 < > 0, 始终 
存在 5 > 0, 使 得 了 TB(0,s) 车 U(0.3s6) 中 稠密 (5 是 (2) 中 6 的 寺 , 取得 
更 小 一 点 也 可 以 ). 

对 任意 的 yo E U(0,5), 要 证 明 可 以 找到 zo € B(0,1), 使 得 卫 zo = yo， 
也 就 是 求 方程 Tz = yo 在 B(0.1) 内 的 一 个 解 zo, 我 们 用 逐次 逼近 法 ， 对 
Wo EU(0,6), 由 于 TB(0,1/3) 在 U(0,6) 中 稠密 , 因此 ,存在 z1 € B(0,1/3)， 
使 得 yo 一 了 zi 上 < 6/3, 这 意味 着 ， 妨 = 加 一 了 zl EU(0,6/3). 由 
于 7 万 (0,1/32) 在 U(0,6/3) 中 稠密 ， 因 而 ， 存 在 z2 € 万 (0,1/3?), 使 得 
1 一 了 za|l < 5/3?. 但 是 


6 
y= -Tr2=y -Tr+r)eU GE) 
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对 于 yn = yn-1 一 了 zn E U(0,6/3"). 存在 zn+1 E 万 (0,1/3"+1)， 使 得 
yw 一 了 zntil < 65/3” 这样 一 直 继续 下 去 可 以 得 到 点 列 {zn}， zn € 
万 (0,613") (n = 1，2，…-). 使 得 


6 
| 一 Ta+za 二 十 za 有 < 机， 


因为 X 是 Banach 空间 及 


1 1 
< 3 
pa < 


所 以 ， 存 在 ro E X., 使 得 es 而 且 zol < 1. 这 样 ro e B(0,1). 
n=1 
于 是 ， 由 了 的 连续 性 ， 我 们 有 


w= im 了 位 ) = TZo0. 
k=1 

即 就 得 到 U(0.6) C TB(0.1). 

定理 5.32 (Bauach 逆 算 子 定理 ) 设 人 是 Banach 空间 X 上 到 Banach 
空间 YY 上 一 一 对 应 的 有 界线 性 算 子 ， 则 了 的 逆 算 子 -1 是 有 界线 性 算 子 . 

证 明 根据 定理 的 条 件 ， 逆 算 子 了 -1 存在 并 且 是 线性 算 子 ， 由 定理 5.31 
证 明 的 第 三 步 知 存在 6 > 0 使 得 了 B(0,1) 2 U(0,6), 因此 ， 对 任意 的 y € 
U(0,6), 有 T-!1y € B(0.1). 对 任意 的 2 EY，z 关 0, 和 有 65z/(4||z||) € 
UV7(0,6), 所 以 T-1(6z/(1=D) es B(0.1), 即 上 T7716z/(44z)) 咱 <1, 从 
而 4 

—1 ~ 
17™ zl < 了 1 zj 


(5.6.2) 
上 式 显然 当 > = 0 时 也 成 立 ， 故 对 于 任意 的 2 E Y, 有 
4 
1 zl < lz 
这 就 说 明了 T-! 是 有 界线 性 算 子 . 
定理 5.33 (等 价 范 数 定理 ) 设 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 外 及 | 
都 使 得 X 成 为 Banach 空间 ， 并 且 存 在 常数 C, 使 得 对 于 任意 的 ZEX 有 
lzjla<cClzlh， 
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则 佬 :所 与 上 且 'll 等 价 . 

局 设 了 是 X 上 的 恒 等 算 子 ， 由 给 定 的 条 件 知 ， 了 是 Banach 
空间 (XX, 上 -上 i) 上 到 Banach 空间 (X,||: ||2) 上 一 一 对 应 的 有 界线 性 算 
子 . 由 a 道 算 子 定理 知 ， 存 在 常数 C1, 使 得 对 于 任意 的 ze X 有 
lzlh<callzlz. 故 外相 与 用 ll2 等 价 . 

设 (XX, 中 -x)，(Y 上 -上 yx) 是 同一 数 域 下 上 的 赋 范 线性 空间 ， 在 直 积 集 


XxY={(r, ): zeX yer} 


上 按 坐 标定 义 线性 运算 ， 即 就 是 对 于 任意 的 Z1，z2 € 关 ，1，Y2 EY, 有 
下 述 加 法 运算 : 


(z1, 1)+ (rz2, y2) := (zi1+ za Yi + y2), 
对 任意 的 a EF，z EE X，y EY, 有 下 述 标量 乘法 运算 : 
al(lr, Yy) := (ar, ay). 


显然 ， 这 时 铸 x Y 是 一 个 线性 空间 . 如 果 zEXxY, z= (7,y)，z EX， 
yeyY, 和 证 娄 


lzh := (zh + ys) zl := max{| zx, lylly}, 


这 里 :上 x， 中 -jy 分 别 表 示 X 和 Y 上 的 范 数 . 可 以 证 明 这 些 都 是 匀 xY 
上 的 等 价 范 数 ， X x 在 以 上 范 数 下 成 为 典范 线性 空间 ， 称 为 叉 与 了 的 
乘积 空间 ， 设 {zn,yn)}， (zy) E XxY, 则 (zn,yn) 一 (2,Y) (no 
+00) 4 过 zn 一 Tr 一 y(n 二 十 00). 因此 ，{(znyyn)} 是 XxY 
中 的 基本 点 列 ， 当 且 仅 当 {zn} 是 X 中 的 基本 点 列 ， 而 且 {yn} 是 中 的 
基本 点 列 . 如 果 X 及 Y 部 是 Banach 空间 , 则 XX xY 也 是 Banach 空间 . 

有 时 直接 说 明 一 个 线性 算 子 的 连续 性 比较 困难 ， 我 们 可 以 转 而 证 明 它 的 
图 像 是 闭 的 ， 从 而 由 闭 图 像 定 理 得 知 算 子 的 连续 性 .这 正 是 下 面 将 要 讨论 的 
内 容 ， 此 外 ， 在 工程 应 用 中 遇 到 的 很 多 线性 算 子 是 无 界 的 ， 在 这 种 情况 下 考 
察 线性 算 子 的 定义 域 显得 非常 重要 例如 Hilbert 空间 L?([0,1]) 上 的 求 导 
算 子 T= 量 . 我 们 可 以 取 D(T) = C1([0,1]) 或 D(T) = C2([0,1]), 同 函数 
的 情况 类 似 ， 尽 管 算 子 在 两 个 定义 域 上 的 作用 是 同样 的 ， 但 它们 是 两 个 不 同 
的 算 子 ， 其 中 一 个 是 另外 一 个 的 限制 . 

定义 5.34 设 T 和 TD 是 从 赋 范 线性 空间 关 到 赋 范 线性 空间 Y 的 两 个 
线性 算 子 , 如 果 D(T) = D(T2), 并 且 对 于 任意 的 ze D(T1) 有 TY= Tz， 
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那么 称 算 子 Ti 和 Tz 相等 . 记 为 九 = 荆 . 如 果 D( 隐 ) C D(T2), 并 且 对 于 
任意 的 xE D( 九 ) 有 了 嫩 = 五 7. 那么 称 算 子 五 是 Tz 的 限制 ,或 者 等 价 
地 说 算 子 T2 是 Ti 的 扩张 . 记 作 五 C T2. 定义 两 个 算 子 和 T2 的 加 法 
算 子 为 。，D( 也 十) := D(TI)Nn D(T2). 并 且 对 于 任意 的 TE D(Ti + 了 T) 
有 (Tit+Ta)7r:= Tr+Tx. 

设 五 是 从 赋 范 线性 空间 六 到 赋 范 线性 空间 Y 的 线性 算 子 ， 7T2 是 从 
赋 范 线性 空间 Y 到 赋 范 线性 空间 Z 的 线性 算 子 ， 那么 两 个 算 子 也 和 了 2 的 
复合 算 子 定义 为 ， D( PDT) = 人 { 人 EDD): 五 zeD(7Z)} 并 且 对 于 任 
意 的 reE D(T2TI) 有 ， 五 下 = TD(T 7). 

例 5.35 设 蔷 ==?([0. 了 j). 五 定义 为 下 面 的 线性 算 子 ; 

df 

SE 


D(T1) = C(I0.1)). T vf e D(T). 


恒 等 算 子 了 定义 为 
DT)= 20.1). Tf)=f. veDO). 
令 荆 二 了 一 厂 . 根据 定义 有 


” d 
D(13) = D(T1) ND(T) = C(I0.1)). Bf=/- 守 , vf e cl(l0,1)). 


考察 算 子 Ti + 五 . 根据 定义 ， 则 有 


DT + TD) = D(Ti)N D(T) = C1(0.1) c Z2([0,1])， 
Or+ZB7J=nf+R7= 电 + 人 (1 到)=/ vf € Ci(l0,1]). 


因此 ，T+T2CI 而 且 TI+T2z#1. 
例 5.36 设 自 =?([0. 了 ]). 考虑 从 臣 到 三 中 的 两 个 算 子 9 和 M， 
它们 分 别 定义 如 下 
-df 
- 
D(AM)= X. QUPO=tf vf epD(M). 
因为 


D(a)=C(I0.1]). of vf e D(9), 


1 
IO7P= {lpPars hr, 
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所 以 AMf 是 有 界线 性 算 子 . 显然， D(OM1) = D(UMa) = C1(0,.1). 9 和 7 
的 交换 子 定义 为 


[MI=av- Ao, Do) = C0,1)). 
由 于 
[Be, MF(t) = (0 MMO) F(t) =0(tf(t)) -tof(t)=7(), vf e D(B, AI)， 


因此 ， [8, M] C 了 此 关系 称 为 Heisenberg 不 确定 关系 . 
注 对 于 两 个 算 子 4 和 B 来 说 , 若 [4, B] C0, 则 有 4 和 B 可 以 交换 . 
定义 5.37 设 X，Y 是 赋 范 线性 空间 ， 了 是 X 中 到 中 的 线性 算 
子 ， 考 虑 乘积 赋 范 线性 空间 鲜 x Y 中 的 集合 : 


G(T) := {(z.Tz)jeXxy: zeD(7T)}, 


称 G(T) 为 算 子 了 的 图 像 如 果 G(T) 是 乘积 赋 范 线性 空间 大 x Y 中 的 闭 
集 ， 则 称 T 是 闭 算 子 . 

定理 5.38 (判别 定理 ) 设 X，Y 是 赋 范 线性 空间 ， 了 是 X 中 到 中 
的 线性 算 子 ， 则 全 是 闭 算 子 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 点 列 {zn} C D(T), 如 果 
Tn 一 了 EX， Tz 一 YEY(n 一 十 20), 那么 必定 可 以 推出 ze D(7T) 
而 且 y=Tx. 

证 明 ”充分 性 的 证 明 ， 要 证 T 是 闭 算 子 ， 即 要 证 明 G(T) = G(T), 从 
而 只 要 证 明 G(T) C G(T). 设 (z, 人 ) & G(T), 则 存在 {zn} C D(T), 使 得 
(zn, TTn) 一 (7,Y) (2 一 十 2o). 于 是 ， 


Hzn— x, Trn -y= rn -H+ Tr -yO On 3 +0%0). 


从 而 ，zn 一 ，T rn 一 y(n 一 十 00). 因此 ，z € D(T) 而且 Tz=Yy. 
故 (z,3) < G(T), 这 就 说 明 了 是 闭 算 子 . 

必要 性 的 证 明 . 设 {zn} C D(T), 而 且 zn 一 ZOL 一 十 00) 以 及 
Tzxn 一 y(n 二 十 00)， 于 是 ， (zn,TZn) 一 (2,y) (n 一 十 00)， 如果 
G(T) 是 闭 集 ， 则 (x,y) € G(T), 此 即 说 明 ze D(T) 而 且 Tz=y. 

定理 5.39 ( 闭 图 像 定理 ) 设 了 是 Banach 空间 X 上 到 Banach 空间 
YY 中 的 闭 线性 算 子 ， 则 了 是 有 界线 性 算 子 . 

证 明 因为 X，Y 都 是 Banach 空间 ， 所 以 乘积 赋 范 线性 空间 XxY 
也 是 Banach 空间 . 当下 是 线性 算 子 时 ，G(T) 是 XxY 的 线性 子 空间 . 由 
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于 G(T) 是 关 xY 中 的 闲 集 ， 从 而 G(T) 也 是 Banach 空间 . 定义 从 G(T) 
上 到 YY 中 的 算 子 PP 


P(z.Tz) = z， Y(z.TzeGT). 
显然 ，P 是 G(T) 上 到 X 上 一 一 对 应 的 线性 算 子 ， 而 且 
NP(z.To)= 4s zl+lTrH= (Tz)h. 
内 此 ， PP 是 有 界线 性 算 子 ， 由 Banach 逆 算 子 定理 知道 ， P-! 有 界 ， 这 意 
味 着 
lz.Ta)h =HP- rh < HP ll veexX. 


故 Tz < 中 (z.Tz)h < P77 由 zll, 这 已 说 明 了 是 有 界线 性 算 子 . 


例 5.40 ( 闭 线性 算 子 不 一 定 有 界 ) 在 C([0.1]) 上 ， 算 子 


= Ca 六 二 于 
DID= ct， T= 


是 一 个 闭 线性 算 子 但 它 不 是 有 界 的 . 
证 明 “如果 zn(t) € C1([0,1]), 并 且 有 zn 一 T(n 一 +co) (在 
Co 3]) 中 2 他 一 yn 二 +o0) (在 C(I0,]) 中 )， 则 有 
zn(t) 一 Zn(0) = [ zh(T)d7 一 人 [ynart 全 +oo)， 
0 


但 是 zn(t) - za(0) 一 》 z(t) 一 z(0) (mn 一 +oo), 所 以 ， 
t 
7{t) = x(0) +/ y(T) dr, 


因而 Tx = zx' = y, 故 了 是 闭 线性 算 子 ， 但 它 不 是 有 界 的 . 取 pn(t) = 
sin(nxt)，j on|| = 1, 但 是 

a 
dt 


pn(t) | =nrll cos(nrt)|= mr 一 + (n 一 十 oo). 


这 说 明 工 不 是 有 界 的 . 
定义 5.41 设 X YY 是 Banach 空间 ，T: XDD(T) 一 Y 是 线 
性 算 子 ， 若 G(T) 在 义 x 中 的 闭 包 G(T) 是 某 个 线性 算 子 了 的 图 像 ， 也 
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就 是 ，G(T) = G( 万 ), 我 们 就 说 了 是 可 闭 的 , 或 者 说 有 闭 扩张 . 车工 存 
在 ， 由 于 G(T) Cc G(T),T Cc TT, 因此 ， 它 被 称 为 了 的 闭 包 . 

定理 5.42 线性 算 子 工 是 可 闭 的 , 当 且 仅 当 {(0,9): y 关 omG(GT) = 
0. 

证 明 ”假设 了 是 可 闭 的 ， 则 G(T) = G(T). 由 于 0e D(T) c DT), 
因此 ， 责 0 = 0, 所 以 ， 对 任意 的 y 了 0, 一 定 有 (0,9) ¢ G(T) = GT 

一 方面 ， 若 人 不 足 可 闭 的 ， 则 G(T) 不 是 一 个 图 像 这 就 意味 着 存在 
Zz Ys 如 ， 级 闫 如 ,使 得 (7, 轴 )，(Z, 如 ) e G(T), 但 因 G(T) 是 xY 的 
线性 子 空间 ， 因 此 ， (0, 一 y) E G(T), 而 且 关 Y2: 

例 5.43 考虑 L2([0,1]) 中 的 微分 算 子 9 = 号. 设 D(9) = C7([0,1]) C 
ZL2([0,1])， 很 明显 9 : D(9) 一 C([0,]]) C LX([0,]) 是 线性 算 子 ， 下 面 
说 明 9 是 无 界 算 子 ， 取 D(8) 中 的 点 列 {所 }, f(t) = 去 sin(2nmt), 从 而 
Ofn(t) = 2rcos(2nrt), 而 且 


1 1 
le 六 性 = sn/ cos?(2nrbdt = 4r2 人 sin?(2nnt) dt 
0 0 
1 
= 3 472 (/ [sin? (2nnt) + cos2(2mrt)] 1) 一 272. 
0 
但 是 ， 由 于 
1 玉民 = 证 三 sanr0dt= 2s 
“l= Sl = Dna 


所 以 在 Z2([0,1]) 中 fn 一 0, 而 jn 办 0, 这 就 说 明 9 是 无 界 算 子 . 
下 面 说 明 9, D(9) = C1({0,1]) 是 可 闭 的 .假设 点 列 {gn} C D(9) 在 
IL2([0,1) 中 使 得 gn 一 0, 9gn 一 9, 我 们 将 推出 9 = 0. 
因为 内 积 是 连续 的 ， 因 此 


(Bgn.¥) > (9,9), Vp € C(O,1)), 
而 且 
(0gn:.¥) = /oz p(t)dt=0— [im (t) Op(t) dt 
= —(gn, 09(t)) = —(0,0¢(t)) = 0. 


由 此 可 知 ,对 任意 的 PE Cfe([0,1]), (9,p) = 0, 这 就 意味 着 g € CP([0,1])+， 
但 是 CF?([0,1]) 在 L?([0,1]) 中 是 稠密 的 ， 即 就 是 说 CHO SR 
([0,1])+ = {0}, 故 g=0. 
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这 就 表明 对 于 D(0) = C21([0.1) 来 说 ，9 是 可 闭 的 ， 闭 包 算 子 为 5, 它 
的 定义 域 是 广义 可 导 孙 数 构成 的 空间 D(5) C L2([0. 1]), 更 确切 地 说 ，D(6) 
是 由 工 2([0.1]) 中 满足 如 下 条 件 的 了 构成 :存在 收 化 点 列 {fn} C C1([0,1])， 
在 Z2([0.1) 中 满足 户 一 也 和 {20fn} 是 并 (0.1) 中 的 收敛 点 列 ， 而 且 
df = lim of. D(9) 下 是 通常 的 Sobolev 空间 及:([0. 了). 这 个 空间 在 应 用 
中 是 很 重要 的 . 

定理 5.44 (一 致 有 界 原理 ) 设 X 是 Banach 空间 ， Y 是 赋 范 线性 空 
间 ，TC B(X.Y). 如 果 对 于 任意 的 2 rEX. sup{lTxl: TeW}= 
-UV(zr) < + 之 . 则 

sup{liT;: Tell}<+x, 
等 价 地 说 {| : TE 1T} 为 有 有 界 集 . 

对 每 一 个 reE 和 XX，{Tx: TE€ IT} 是 算 子 族 1 在 点 z 的 轨道 ， 
因此 一 致 有 有 界 原理 是 说 ， 如 果 Banach 空间 六 上 的 有 界线 性 算 子 族 W 在 
每 一 点 YE X 轨道 有 界 ， 则 算 子 族 一 致 有 有 界 ， 即 存在 常数 MM > 0, 使 得 
ITI<AM(Y TeIn). 

一 致 有 界 原理 的 证 明寺 任意 的 +E 六 . 设 p(7) = up 上 Tzll, 并 且 
对 每 一 个 自然 数 人 . 令 

Mh={reX: pri< 人 = NN {rex: I|Tzrl<k}. 
Telt 
因为 每 一 个 TE TT 是 有 界线 性 算 子 ， 所 以 Tx || 是 的 连续 孙 数 . 因此 ， 
对 于 每 一 个 T 了 ET. {reEX: JTxj|l < 太 } 是 关中 的 闭 集 ， 从 而 每 一 
人 A 是 闭 集 ， 由 给 定 的 条 件 可 知 


X=U 
k=1 
因为 X 是 Banach 空间 ， 由 Baire 岗 定 理 ， 六 是 第 二 类 型 集 ， 因 此 ， 一定 
存在 ko, 使 得 XU。 在 某 个 闭 球 B(xo.70) = {x7 EX: |z-zoll < 7o} 


中 稠密 ， 所 以 ， B(xo.ro) C JU = Mio 任 取 XYE Xx 关 0, 则 
T0 土 rox/lrx| € 万 (xo.ro). 十 是 


2 (PEP) = 2 (tT") 
本 ES x 加 
so (or mi") to (WET) 2% 
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因此 ，p(z) < 名 11zl(x eX). 这 意味 着 对 于 每 一 个 了 Ee WT < 息 . 

定理 5.45 设 久 和 YY 都 是 Banach 空间 , 算 子 点 列 {T,}C B(X,Y). 
车 对 每 个 ze 久 , {Th x} 有 界 ， 则 数列 {7a} 是 有 界 的 . 

定理 5.46 设 X 和 了 部 是 Banach 空间 , 算 子 点 列 {T}C B(X,Y). 
若 sup‖ Ti || = 十 20, 则 一 定 存在 zo € X 满足 sup 上 Tn zo|| = +oo. 

定理 5.47 (Banach-Steinhaus 定理 ) 设 X 是 Banach 空间 ，Y 是 赋 
范 线性 空间 . 若 Tn = 1，2、…),TE B(X,Y),M 是 X 的 某 个 稠密 子 
集 ， 则 对 任意 的 ze X 都 有 ,lim Tz = Tz 的 充分 必要 条 件 是 

(1) {7 上 }》 有 界 ; 

(2) 对 于 任意 的 ZE MI 有 ni Tn zz 一 了 rz. 

证 明 必要 性 的 证 明 ， 对 任意 的 了 EX, 令 ,jms Thz = 了 Tz, 由 假设 
全: 一 > Y 有 定义 并 且 是 线性 算 子 ， 由 于 收敛 序列 是 有 界 的 ， 即 对 于 
任意 的 TE 六 ,有 


supflT rll: neN}= AT(z) < +o0. 


由 一 致 有 界 原理 ，supfll Ta: meN} < +co, 即 就 是 人 Th} 有 界 . 
充分 性 的 证 明 . 设 上 Th < C( vn Ee NN). 对 于 任意 的 ZE 及 
E>0, 取 YEAT, 使 得 


(Eg 
ls ls a 
从 而 ， 就 有 
lz-Tzl < Tr-Tiyl+tlTy -Tyl+lTz -Tyl 


€ hn 
< 3+lTmy- Ty 


只 要 取 N 足够 大 ， 使 得 对 于 任意 的 n> 入, 恒 有 Thy 一 Ty < s/2. 因 
此 、， 对 于 任意 的 自然 数 n > N, 有 上 Tz 一 Tz <e. 

现在 可 以 进一步 研究 算 子 列 的 强 收 敛 . 回顾 一 下 强 收敛 的 定义 , 设 T，Tn E 
B(X,Y) (n = 1，2,… 小 车 对 每 一 个 re 和 有 ,lim llTnz 一 Tzl= 
则 称 {T} 强 收 和 贫 于 了 

关于 算 子 列 的 强 收敛 ， 主 要 问题 是 

(1) 强 收 敛 的 算 子 列 是 否 一 致 有 界 ? 算 子 列 满足 那些 条 件 时 是 强 收 钱 
的 ? 
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(2) B(X.Y) 在 算 子 列强 收 分 的 意义 下 是 否 完备 ? 就 是 说 ， 若 对 每 一 个 
XEX，{Thz} 是 二 中 的 基本 点 列 ， 是 否 存在 Te B(X.Y), 使 得 {Tn} 
强 收敛 于 了 

对 于 第 一 个 问题 的 回答 正 是 前 面 的 Banach-Steinhaus 定理 ， 下面 的 定 
理 是 对 第 “个 问题 的 回答 . 

定理 5.48 设 X、T 都 是 Banach 空间 ， 则 B(X,Y) 在 算 子 列强 收 
伍 意 义 下 是 完备 的 . 

证 明 设 {Tn} C BNP =1 2， …) 是 一 有 界线 性 算 子 列 ， 对 
于 每 个 E X.{Tz} 是 中 的 基本 点 列 ， 我们 证 明 {Tn} 强 收敛 . 

因为 {Tw} 是 基本 点 列 ， 故 {Tnx} 有 界 ， 由 一 致 有 界 原理 可 知 {Tn} 
一 致 有 界 . 由 于 是 Banach 空间 ， 故 对 每 个 XE X,{Tnz} 在 Y 中 收敛 . 
于 是 {T} 满足 Banach-Steinhaus 定理 中 的 条 件 ， 故 {Tn} 强 收敛 于 某 一 有 
界线 性 算 子 了 < B(X.Y). 这 表明 妃 (X. 了 ) 在 算 子 列强 收敛 意 义 下 完备 . 


55.7 ”Riesz 表示 定理 


让 我 们 同 顾 线性 泛 溺 的 概念 . 
定义 5.49 设 是 数 域 下 上 的 赋 范 线性 空间 ， 线 性 算 子 了 : XX 一 下 
称 为 线性 泛 函 . 对 于 x EXX. 了 在 x 点 的 值 表示 为 f(z) 或 (f,7). 
注 “线性 泛 男 小: 入 一 下 的 线性 意味 着 :对 于 任意 的 9 € 下 ， 
Zz，yEX. 有 
fartty) =a f(r) + f(y). 


下 的 有 界 性 是 指 


<+x. 


7 = sup LD 


zz0 zl 


因此 ， 当 了 有 界 时 ， 我 们 就 一 定 有 1(f.7)| < 由 zl. 

定理 5.50 (Riesz 表示 定理 ) 车 f: 五 一 下 是 Hilbert 空间 及 上 的 
有 界线 性 泛 冰 , 则 存在 唯一 的 ro & 甩 . 使 得 对 任意 的 re H, j(z) = (z,Zo)， 
并 且 有 旧作 二 上 zol 

证 明令 A = ker/. A 是 五 的 闭 线性 子 空间 如 果 M = 瑟 , 则 
f=0, 即 厂 是 霍 泛 困 ,此 时 只 要 取 ro = 0 就 可 以 了 . 现 假设 M 关 太 ,由 下 
交 分 解 定理 UL 关 {0}. 因此 ， 存 在 zl E M+.x1 关 0. 这 样 就 有 zl 4 NT， 
而 且 /zu 关 0. 取 ra 二 /f(r1). 则 x2 ea, f(z2) = 1. 对 于 任意 的 
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ZE 有 ,就 有 
f(z — f(r)r2) = f(z) ~ f(r)f(z2) = 0. 
所 以 ，Z 一 flz)rzzeA1. 而 且 


0= (7 — f(r)r2, 22) = (2, 22) ~ f(r) zz de?. 


因此 ， f(z) = (z,z2/ zz 令 zo = z2/z2 此, 则 对 于 任意 的 2 e H， 
有 f(z) = (z,zo). 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ，| f(z)| < lzollilzl, 故 
上 F< zoll. 又 因 


Jewlzab = (和 和 aa) = hizolh 


故 ‖F > ilzojh 因而 是 = 直 zol 

最 后 证 明 zo 的 唯一 性 ， 如 果 还 有 另 一 个 z0 & 瓦 , 使 得 对 于 任意 的 rE 
电 , f(z) = (z,70), 则 (z.zo) = 二 (Zz, 20), 也 就 是 (z,zo 一 20) = 0. 由 zz 
的 任意 性 ， 特 别 地 取 z = xo 一 x0, 就 会 得 到 (zo 一 30,70 一 20) = 0, 从 而 
xz0 一 X20 二 0, 故 zo = 0. 

推论 5.51 

(1) 如 果 了 是 R* 上 的 有 界线 性 泛 晴 ， 则 存在 a = (al,a2，…,an) € 
R", 使 得 对 于 任意 的 了 = (zl，z2，…，zn) € R"，J(z) = (za) = 


RR 

(2) 如 果 了 是 C” 上 的 有 界线 性 泛 也 ， Se a = (al,a2……an) E 
C", 使 得 对 于 任意 的 z = (zli，T2，…'…、 ) E Cr"，jf(z) = (z,a) = 
Tk 
k=1 

推论 5.52 


(1) 如 果 已 是 实 Z2(D) 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 则 存在 唯一 的 g < Z2(9)， 
使 得 对 于 任意 的 fe L?(Q). 有 


ED= 9 = 人 人 70900dt 


(2) 如 果 下 是 复 L2(Q) 上 的 有 界线 性 泛 浅 ， 则 存在 唯一 的 g < Z2(9)， 
使 得 对 于 任意 的 fe Z2(Q). 有 


FD)= (9= | 10mat. 
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定理 5.53(Lax-Milgram) 设 X 是 实 Hilbert 空间 ， a(-,:) 是 定义 在 
乘积 空间 入 x X 上 的 泛 函 ， 满 足下 述 条 件 : 

(1) a(x.y) 关于 z 和 2 是 线性 的 ; 

(2) 存在 常数 cl > 0. 使 得 对 于 任意 的 z,y € X,， 有 la(z,y)| < 
cilzll yll: 

(3) 存在 常数 c2, 使 得 对 于 任意 的 x EX, 有 a(z,z) > cz lzj|. 
则 存在 唯一 的 有 界线 性 算 子 T. 它 具 有 和 有 界线 性 逆 算 于 了 -1 并 且 满 足 : 
(x,Y) =a(r.Ty). TI < 1/cz 和 (x.T-1y) = a(zx,y), 而 有 Tl| < cl. 


85.8 ”Hahn-Banach 定理 


利用 Riesz 表示 定理 来 证 明 Hilbert 空间 上 的 Hahn-Banach 定理 . 

定理 5.54 (Hahn-Banach 定理 ) 设 41 是 Hilbert 空间 万 的 闭 线性 子 
空间 ， 若 / 是 定义 在 ML 上 的 连续 线性 泛 函 ， 则 存在 五 上 的 连续 线性 泛 函 
下 满足 下 述 条 件 : 

(1) 对 任意 的 ze AL. (Fx) = (f.7): 

(2) FF la = f la: 

证 明 由 Riesz 表示 定理 知 存在 唯一 的 y E MM, 使 得 对 于 任意 的 ZE M， 
和 有 

f(x) = (f.7) = (7.). 

设 书 是 出 媚 到 A 上 的 正 灾 投影 ， 对 于 任意 的 ze 瑟 , 定义 泛 函 


F(x)= (F.x)= (Pz.y) = f(Pz). 
对 于 任 一 x E 1, 因为 Px 过 . 因此 


F(7) = (EF.2} =A2,9) = .4(2): 


另 一 方面 ， 显然 有 flr < 上 Filly 因为 对 于 任意 的 ze H, Pzll < 
| zz 由 则 有 


IF(z)| = lf(Pz)| < flarlPzll < lfllalizll, 


这 就 说 明 上 Fl < |fllaz. 因此 ，F ar = flaz: 
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定理 5.55 ( 实 线性 空间 上 的 Hahn-Banach 定理 ) 设 M 是 实 线性 空 
间 X 的 线性 子 空间 ， 卫 : X 一 ? R 是 次 线性 泛 函 ， 这 意味 着 对 于 任意 的 
zyVEX 和 a>0,P 满 足 


pl(r+y) <p(r)+p(y), plar)= ap(z). 


如 果 了 是 AL 上 的 线性 泛 函 并 且 对 于 任意 的 zx Ee M 满足 f(z) < p(7z), 则 
存在 上 的 线性 泛 函 下, 使 得 

(1) 控制 条 件 ， F(x) <p(z),， vz eM; 

(2) 延 拓 条 件 : F(x)= f(x),，vz€M. 

定理 5.56 (Hahn-Banach 定理 ) 设 MM 是 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 ， 
了 是 定义 在 AM 上 的 有 界线 性 泛 通 . 则 f 可 以 保持 范 数 不 变 延 拓 到 全 空间 扩 
上 ， 这 意味 着 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 涩 天 , 满足 下 述 条 件 : 

(1) F(z)= f(x), vr € Ml; 

(2) F=f la 这 里 上 fis 表示 f 作为 M 上 的 有 界线 性 泛 函 的 
范 数 . 

证 明 ”分 两 种 情况 来 证 明 . 

(1)” 当 X 是 实 赋 范 线性 空间 时 . 令 p(z) = flazllzll(Y ze X), 则 
p(X) 是 X 上 的 次 线性 泛 函 , 且 f(z) < plz)(YzEX). 因此 ， 存 在 X 上 的 
线性 泛 消 下 ,使 得 Flxr = f, 且 F(z) < p(z) = 上 lmliz|(Yz < XX). 再 因 
为 

-F(z) = F(-z) < p(-7) = p(7). 
从 而 有 
IF(z)| < p(x)= fullzll, vreX. 
于 是 ， 下 是 有 界线 性 泛 激 且 | < fllw. 另 一 方面 ， 显 然 FI 之 lfllu: 
因此 ， FI = fllm: 

(2) ” 当 X 是 复 赋 范 线性 空间 时 ， 对 于 任意 的 z < M, 设 f(z) = 

9(z) 十 iw(z), 其 中 由 全 分 别 表 示 的 实 部 与 虚 部 ， 由 于 


ite(z) +iu(z)) = jliz) = oliz) +iv(iz), 
所 以 gfiz) = 一 (Zz), 同时 也 有 


lo(z)l SIFa) SHflylzl, vreM. 
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因此 ， 若 将 让 看 成 实 赋 范 线性 空间 ， 则 o 是 实 赋 范 线性 空间 AM 上 的 实 有 
界线 性 泛 也 ( 注 ， 所 谓 实 线性 是 指 除 可 加 性 之 外 对 任何 实数 a, 有 d(az) = 
adg(z)). 对 于 任意 的 x E 六 . 令 p(x) = 有 fa 上 zx 中, 则 对 于 任意 的 Zz,yE 六 
及 a>0 和 有 


P(r+y) < p(7)+p(Y). plazx) = apl(z), 
并 且 当 XE AL 时， 有 
ox7) < Fr) < Nfldzll=p(7). 


十 是 由 定理 5.55. d 可 以 延 折 成 六 上 的 实 线性 泛 函 to, 而 且 9o(7) < p (7). 
现在 令 
F(r) = oo(z) 一 idoo(iz). TEX. 


我 们 证 明 三 就 是 满足 定理 中 要 求 的 泛 隔 ， 并 且 对 任意 的 XE 羡 , 有 


Fliz) = oo0lix)—ioo(-7)= oo(iz)+igo(z) 


= i(oo(7) ~—ioo(iz)) =iF(z). 
再 由 oo 的 实 线性 ， 对 任意 复数 a = al + ia2, 就 有 


Flar) = F(arr+ias7x)=a1F(r)+a2F(ir) 
= AlF(r)+iaz F(x) = aF(z). 


下 的 可 加 性 是 显然 的 ， 所 以 斑 是 六 上 的 线性 泛 滑 . 
其 次 ， 对 于 任意 的 zs -4 


F(r) = 00(7) —io0 (iz) = 0(7) -i0(iz) = f(7), 


所 以 下 是 了 的 延 拓 . 
最 后 ， 我 们 证 明 上 下 上 = fu. 记 9 = arg 耻 (zx), 于 是 


IF(x)| = erigFlr)= F(e-i97)= 0(e ?7)—igo(ie ?7) 
tole-io7) < ple 7)= fulzll, 


因此 上 F< 上 ly. 另 一 方面 , 显然 有 上 Hf 故 目 F=f la 
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定理 5.57 (存在 定理 ) 设 37 是 赋 范 线性 空间 对 的 子 空间 ，zo EXX. 
如 果 
d:= d(x0.a1) = inf lzo 一 z 站 >0. 
EM 


则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 明 三 使 得 
(1D) f=1, flro)=d: 
(2) 对 于 任意 的 TE M. 有 f(x)=0. 
证 明 设 条 是 由 zo 及 37 张 成 的 线性 子 空间 ， 妈 


MNM={arotzr: aeF,., reM}. 
在 条 上 定义 泛 咕 g, 对 aro 十 工 E MM, 令 glaxo 十 ZX) = ad. 显然 g 是 ya 
上 的 线性 泛 尖 ,而且 g(x0) = d, 以 及 对 于 任意 的 ze M，g(7) = 0. 注意 到 
当 a 关 0 时 ， 有 


hazotal=lol +E|=1al | (-E) za 


因此 ， 当 a 关 0 时 ， 有 
lglazo+7)|=|ad| < llazo+zl, 
当 a =0 时， 上 式 显然 成 立 ， 因 此 ， 9 有 界 且 gliy 1 


另 一 方面 ， 我 们 取 zn € 和，n = 1，2，…., 使 得 zn 一 zo 一 
d(n 一 十 2c). 于 是 有 


lgllalzn — zoll 219(zn — 20)|= 19(z0)|=d, 
故 ， 对 于 任意 的 自然 数 n. 有 


二 之 一 
19 > 和 


让 n 一 十 cc, 就 会 得 到 191 六 >1, 所 以 gilsz 一 二 

由 Hahn- Banach 定理 ，g 可 以 保持 范 数 不 变 延 拓 成 X 上 的 有 界线 性 
泛 函 f, 因而 f(z0) = g(zo) = 小 下 Alx = lglliz = 1, 并 且 对 于 任意 的 
rE€EM, f(z)= 9g(z)=0. 

推论 5.58 ” 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， 六 关 {0}, 则 对 任意 的 zo € 
义 ，Z0 关 0 必 存 在 苹 上 的 有 界线 性 泛 函 f, 使 得 


fl=1, f(z0) = zoll. 
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证 明 设 -UV 是 由 {xo} 张 成 的 线性 子 空间 ， 即 
AM={aro: aeEeF}. 


在 MA 上 定义 泛 了 fo. fo(aro) = alzoll(Ya € F), 则 fo 是 上 的 线性 
泛 沙 ， 而且 当 说 = Qa wxo 时 ， 和 有 


Ifotr)|=1folawo)|=1a llzoll= lazol = |r, 


所 以 fojlar = 1. 于 是 由 Hahn-Banach 定理 知 ， fo 可 以 延 拓 到 整个 六 
上 并 且 保 持 范 数 不 变 ， 将 延 拓 后 的 泛 函 仍 记 为 f. 它 满足 条 件 上 f= 1 及 
flro) = | roll. 

注 : 
(1) 对 任何 赋 范 线性 空间 六 . 若 去 {0}. 则 六 上 必 存 在 非 零 有 界线 
性 泛 沿 . 

(2) 设立 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,如 果 对 于 X 上 的 所 有 有 界线 性 泛 蝗 f， 
有 Jro) = 0. 则 xo 二 0. 同时 也 有 ， 对 于 任意 的 XY.y EE 关 , 工 关 y, 当 且 仅 当 
存在 X 上 上 的 有 界线 f. 使 得 f(x) 才 f(y). 或 等 价 地 说 就 是 ， 工 = y， 
当 且 仅 当 对 十 六 上 的 任意 有 界线 性 泛 遇 f. 恒 有 f(x) = f(y). 此 即 说 明 车 
要 证 明 抽象 等 式 工 = y. 则 只 歇 证 明 对 于 X 上 任意 的 有 界线 性 泛 函 有 数量 等 
式 jz) = f(y). 

推论 5.59 设 X 是 赋 范 线性 空间 ，{fzl、xza2，…，zn} 是 X 中 线 
性 无 关 的 子 集 ，al，a2. … .an 是 任意 给 定 的 数 ， 则 存在 入 上 的 有 界 
线性 泛 涯 f. 使 得 f(Tk)=a4. 1<hk<n. 

证 明 令 ML = span{f2 zz. …，In}. 定 义 g: MM 一 下 如 下 : 


n n 
g 位 au] = > Bk Ak. 
人 =1 k=1 


由 于 zl，xz2，……，zn 线性 无 关 ， 因此 g 的 定义 是 有 意义 的 . 显然 9 是 MM 
上 的 线性 泛 男 ， 因 为 MM 是 有 限 维 的 ， 所 以 9 在 MM 上 是 有 界 的 .由 Hahn- 
Banach 延 折 定理 ， 令 了 是 9g 在 X 上 的 保 范 线性 延 拓 ， 这 样 就 得 到 所 要 证 
明 的 结果 . 

注 

(1) zo € -1. 当 且 仅 当 对 入 上任 一 满足 f(z) = 0(Yx € MM) 的 有 界 
线性 泛 昂 f. 始终 有 f(r0) = 0. 
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(2) 设 zo € X, 4 是 XX 的 一 个 子 集 则 zo 可 以 用 A 中 元 素 的 
线性 组 合 以 任意 的 精确 度 融 近 ， 当 且 仅 当 对 X 上 任 一 有 界线 性 泛 衣 用 当 
f(z) = 0(Yze 4) 时 ， 始 终 有 有 f(z0) = 0. 等 价 地 说 ， 若 令 M = span{A}， 
则 zo 可 以 用 形 如 时 ox zk (Xk E A，ak E 了 ,大 = 1，2，.…:，mm 为 任 


一 自然 数 ) 的 元 以 任意 的 精确 度 融 近 的 充分 必要 条 件 是 zo < M, 此 时 由 (1) 
可 以 知 (2) 成 立 . 


85.9 ”对 偶 空间 、 自 反 空间 


定义 5.60 设 义 关 {0} 是 下 上 的 赋 范 线性 空间 ， X* = B(X,F) 是 
X 上 有 界线 性 泛 汝 全体 构成 的 集合 ， 那 么 ， 按 照 有 界线 性 泛 函 的 线性 运算 及 
范 数 X* 成 为 赋 范 线性 空间 ， 它 被 称 为 X 的 对 偶 空 间 ， 由 于 下 完备 ， 故 
X* 也 完备 ， 因 此 ， X* 是 一 个 Banach 空间 ， 对 于 有 界线 性 算 子 适用 的 结 
论 ， 当 然 也 适用 于 有 界线 性 泛 尖 .实际 上 ， 设 用， 及 ，f e XX*, 对 于 任意 的 
ZE X, 有 下 面 的 加 法 和 数 乘 定义 : 


(fi+ fo)(z) := 由 (rz)+P(z)，(aj(z):=afz)， (5.9.1) 
有 界线 性 泛 浙 的 范 数 由 下 式 给 出 : 
f= sup { J" i %¥0 RE x} # (5.9.2) 


类 似 地 ， 由 于 X* 也 是 赋 范 线性 空间 (实际 上 是 Banach 空间 ), 因此 X* 也 
有 对 偶 空间 (X*)*, 称 它 为 X 的 二 次 对 偶 空 间 , 记 为 X”. 依次 类 推 ， 我 们 
可 以 定义 X 的 三 次 对 偶 空间 (XX*)”, 记 为 X"*, 等 等 . 

现在 来 考察 X 与 X*” 的 关系 . 设 ZE X， E X*, 于 是 f(z) 是 实 
(或 复 ) 数 ， 原 来 的 观点 是 : 泛 函 是 给 定 的 ， 而 > 是 跑 遍 XX 的 变 元 ,现在 
反 过 来 ， 让 x 固定 而 让 f 跑 遍 X*. 这 时 f(z) 就 成 了 定义 在 六 "上 的 一 个 
泛 函 ， 记 为 Jz. 于 是 对 任 一 了 E XX*, 有 


由 (5.9.1) 可 知 ， Jz 是 线性 的 .由 (5.9.2) 可 知 


17(f)1=17(7)1 < zl fl. 
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因此 ， J 有 界 . 故 及 为 尺 ” 中 的 元 素 。 因 为 对 于 每 个 了 E XX, 这 个 结论 
都 成 立 ， 故 可 以 定义 映射 J : x 一? 万 . 映射 了 具有 下 列 性 质 : 
(1) 映射 是 线性 的 ， 也 就 是 


Ji 三 十 EX VaeF. 
实际 上 ， 对 任 一 了 ec 丰 
Tetea(f) = fr) + fr2) = Tr (f) + Jrs(f) = (Tr + Tra)(f). 


Jazr(f)= fr)=af(r)=a7(f)= (7)(f), 


因为 f € X* 是 任意 的 ， 故 ,Jra+zrs = Je + Jar=aJz. 
(2) 映射 是 等 距 的 . 
实际 上 ， 任 取 ZE 从 .天 0. 则 对 任 一 了 EX， 有 


(7)1=17(7) 1 < zl ll 


7 2 172(f0)1= 1fo(7)| = |ell. 


故 是 Jz 有 三 上 x 

注 .是 几 X 到 X” 中 的 一 个 等 距 同 构 映 射 。 通常 称 了 为 到 六 
中 的 自然 嵌入 映射 . J 可 能 是 满 映 射 也 可 能 不 是 满 映射 当 J 是 满 映射 时 ， 
也 就 是 说 当 J(X) = 不 时 ， 称 X 是 自 反 空间 . 

定理 5.61 ” 任 一 赋 范 线性 空间 X 与 其 二 次 对 偶 空间 XX** 的 菜 一 子 空 
间 保 范 同 构 ， 等 价 地 说 ， 赋 范 线性 空间 X 总 可 以 保 范 地 嵌入 到 X” 中 去 . 

例 5.62 空间 (R". 2) 的 对 偶 空 间 是 (R" ,| 1) 

证 明 由 于 (R",|||2) 是 Hilbert 空间 , 由 Riesz 表示 定理 (R")* = R”， 
即 对 于 任意 的 六 € (R")”. 始终 存在 yj = (H，1p，…，In) < R", 使 得 


f(2)= (0) = Em. YVT= (6 和 )ER"， 
k=1 


而 且 上 f= 中 ys jz. 因此， 映射 太一 yf 定义 了 一 个 (R")* -一 R" 的 保 
范 同 构 . 
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例 5.63 

(1) 空间 的 对 偶 空 间 是 =; 

(2) 空间 IP (1 <p< 十 0) 的 对 偶 空间 是 19, 其 中 1/p 二 1/q=1. 

证 明 (1) 设 ek = (0.…,0,1,0,…), 其 中 第 个 分 量 为 1, 其 余 为 
0, 则 对 于 任意 的 z = (56 …) E ,都 有 唯一 的 表达 式 zx = Eee 对 


于 任意 的 f € (11)*, 由 于 f 是 线性 的 并 且 连 续 ， 从 而 


f(z)=f (wm. DE 中 = ,im f E Ek 中 一 im、 Dx f (er) 
k=1 大 = 二] 大 =1 


十 cc 
= Dé fler), 

I (5.9.3) 
因此 ， mh = f(ex) 由 于 唯 一 确定 ， 又 因为 ek = 二 1m|=|f(er)| < 
flerlh = 中 fl 所以，sup{lm|: EN}<fl 因此 ，yf = 
(m2,…") E 1%, 而 且 yy 上 < 上 fl. 电 (5.9.3) 知 


+20 
f(z)| < > lexl| flen)| < ys ll zlh. 
k=1 

所 以 上 fl < yw 故 上 f= yi lx: 

由 Je(D)* 到 (f(e1),f(e2),…) = yj € 1” 的 对 应 关系 定义 了 映射 
U : (站 "一 lm. 已 证 明了 U 是 保 范 的 , 即 Vflw = |7 容易 验证 U 
是 线性 映射 . 下 面 证 明 U 是 满 射 . 对 于 任意 的 b= (B1, 82,…) E lc, 可 以 定 

十 oo 

义 下 上 的 有 界线 性 泛泛 9. 对 任 一 = (EL6)E 由 令 g(z)= 世 怀 了 


显然 9 是 线性 的 ， 而 且 


十 oo 十 oo 
lg < Dlée Bl < sup{lB|: EN}2 ll= bl lzh 
k=1 k=1 
所 以 ge (有 ) ”而且 |9g|< 1051se，g(ek) = Bk. 因此 ，U 是 满 射 此 即 说 
明 U 是 (0)* 到 1” 上 的 保 范 同 构 . 
(2) 设 ex = (0,…,0.1,0,…), 其 中 第 大 个 分 量 为 1, 其余 为 0. 对 于 
任意 的 z = (61,£2,…) E17, 都 有 唯一 的 表达 式 


十 oo 
2 
大 一 1 
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对 于 任意 的 f € (1?)". 令 mh = Jek). 由 于 三 是 线性 的 并 且 是 连续 的 ， 因 此 


je 5 
f(r) = > Sek) = > Em (5.9.4) 
k=1 kl 
所 以 ， 欢 = f(ek) 由 三 唯一 确定 . 取 zn = (8 68， 其 中 
a bk. 如 果 矿 <n 且 汐 关 0， 
0. 如 果 太 nn 或 = 0. 


则 za E 1P. 代入 (5.9.4) 式 得 到 
flrn) = Dé m= DN nb. (5.9.5) 
大 一 1 大 三 1 
由 于 (9 一切 疡 = 4, 从 而 
+oc 1/P 
flzn) < Nie=lA (E le 中 
大 =1 
La 1/P 
II (二 we = 外 用 (Ein " 
大 一 1 大 一 1 
由 (5.9.5) 和 (5.9.6) 可 以 得 到 


n n 1/P 
Simp sts (Erm) ; 
A=1 人 =1 


5.9.6 
yp (5.9.6) 


1 


即 就 有 ( |k |)Y9 < 中 f 由 于 n 是 任意 的 ， 令 nn 五 十 co, 就 会 有 
k=1 


+x 1/g 
Ca 站 和 上 了 
人 =1 


所 以 ，yf = (1,712,…) 二 (fle1).f(ez),…) € 149, 而且 上 yrlls < 再 
对 (5.9.4) 式 应 用 H5lder 不 等 式 得 到 


1/9 


十 cc lp /十 se 
LeDls (E 四 中 全 | 天 " = zhellyr he. 
k=1 k=1 
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故 fF < ar, 进而 知 f= ys lla: 

以 上 由 f € (1P)* 到 yf = (f(e1),f(e2),…-) e 19 的 对 应 关系 定义 了 
一 个 算 子 U : (1P)” 一 > 19, 即 就 是 说 ， 对 于 任意 的 了 € (1?)*,Uf = 
(f(e1), f(ez),…-)， 显然 它 是 线性 算 子 ， 并 且 是 保 范 的 ， 也 就 是 | U fs = 
咱 f 下 面 证 明 U 是 满 射 . 对 于 任意 的 5 一 (B,;,…-) E 14, 可 以 定义 加 上 
的 有 界线 性 泛 泌 g: 1? 一 F. 对 z= (&1,62,…) ElP, 令 g(7z)= 世人 所， 


由 H6lder 不 等 式 知 ， 此 级 数 是 收敛 的 ， 因 此 ， 9 有 定义 并 且 对 变 元 ZE 人 ? 
是 线性 的 ， 同 时 有 


十 oo lp /+oo 1/9 
gn) 全 km (Ela. 站 = olalzlb. 
人 =1 k=1 


因此 g € (1?)*, 而 且 g(ek) = Bk，Ug = (g(e1),g(e2),…) ==b 所 以 ，U 
是 (1?)* 一 ?3 19 上 的 满 射 ， 故 U 是 一 个 保 范 同 构 . 

例 5.64 设 1< 了 <+>z，1/p+1/4 = 1, 则 空间 L?(Q) 的 对 偶 空间 
是 L9(Q), 等 价 地 说 ， 对 于 任意 的 f € (LP(Q))*, 始终 存在 y(t) E 工 ?(O)， 使 
得 对 于 任意 的 z(t) E ZLP(O) ,各 


f(r)= /sudat (5.9.7) 


Nf1= yl = (fiorad) 


同时 对 于 任意 的 y(t) € L9(9), 按照 (5.9.7) 式 定义 了 一 个 ZP(O) 上 的 有 界 
线性 泛 函 . 这 样 由 太一 y 定义 的 映射 U: (ZI?(9))* 一 13(9), = 
是 一 个 保 范 同 构 . 

例 5.65 (Li(0))* = LX(Q)，L>(Q) 是 Q 上 几乎 处 处 有 界 的 可 测 
冰 数 y(t) 组 成 的 空间 ， 9 上 可 测 应 数 y(t) 称 为 几乎 处 处 有 界 的 是 指 : 如 果 
存在 Q 中 的 零 测度 集 4, 使 得 y(t) 在 Q - 4 上 有 界 ， 也 就 是 sup{|y(t)|: 
tEQ-4}<+oo. 令 


lyl= intfsup{ly(D1: te QA}: A 是 中 的 零 测度 集 }, 


则 yl 是 LX(Q) 上 的 范 数 ， LX(Q) 成 为 赋 范 线性 空间 (LY(Q))* = 
7Tce(Q) 意味 着 ， 对 于 任意 的 f € (ZL1(Q))*， 始终 存在 y E Ze(O), 使 得 


f(z) = 人 zzDadt vz € Zi(O). 


而 且 
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例 5.66 

(1) 及"、C"，P、 LPGQ)(L<P< +cc) 都 是 自 反 空间 ; 

(2) Hilbert 空间 是 自 反 空间 . 

例 5.67 co 表示 所 有 收 分 于 0 的 点 列 z = (&，f2，…) 组 成 的 线性 
空间 ， 定 义 范 数 上 zj = sup{|5x1: KE N}. 则 co 是 赋 范 线性 空间 ， 易 证 
co 是 Banach 空间 ， 可 以 证 明 (co)” = 岂 . 但 是 c$* = (11)* = ce 关 co0. 从 
此 ， co 不 是 自 反 空间 . 

注 ”Li(Q) 不 是 自 反 空间 .这 是 因为 (2)* = js， (lce)* 关 
(ZL1(Q))* = Le(O). 但 是 (LX(0))* # £1(0). 

定理 5.68 设 X 是 赋 范 线性 空间 .车 的 对 偶 空 间 X* 是 可 分 的 ， 
则 和 是 可 分 的 . 

证 明 设 { 忒 } 是 X 中 可 数 的 稠密 集合 .考虑 X 中 的 集合 {zn} 其 
中 |lznl < 1 而且 |z(zn)| 三 jz/2. {Xn} 的 有 理 系数 的 线性 组 合 所 成 的 
集合 显然 是 可 数 的 .下面 证 明 这 个 集合 在 X 中 稠密 . 

假设 这 个 集合 在 X 中 不 稠密 . 利用 Hahn-Banach 定理 ， 可 在 X* 中 找 
到 一 个 元 素 x”, 使 得 对 于 所 有 自然 数 n 有 : zx*(zn) = 0. 又 因 


lr — zl > Nr ~ xi) (zn)| 
lz (zn)| > lznll/2. 


ll 


这 就 得 出 矛盾 . 
给 出 下 列 定理 ， 但 略 去 其 证 明 . 
定理 5.69 (Pettis) 自 反 空间 的 每 个 闭 线 性 子 空间 是 自 反 的 . 


85.10 弱 收 敛 


定义 5.70” 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， {zw} C 久 . 如 果 存在 ZE X, 使 
得 对 于 任意 的 EX”, 有 ,lim f(zn) = f(7), 则 称 {zn} 弱 收 化 于 z, 记 
作 an -rn 一 十 xc),z 称 为 {rn} 的 弱 极 限 , 而 把 序列 {zn} 按照 范 数 
收敛 于 z 称 为 强 收敛, 记 作 zn -一 工人 一 +oo) 或 zn -zfn 一 十 oo)， 
称 z 为 {zn} 的 强 极限 . 

定理 5.71 ， 设 赋 范 线性 空间 X 中 的 点 列 {zn} 弱 收 全 于 z, 则 

(1) {zn} 的 弱 极限 是 唯一 的 ; 

(2) {zw} 的 每 一 个 子 列 {znk}》 志 弱 收 伊 于 z; 
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(3) 弱 收 化 的 点 列 {zn} 一 定 是 有 界 的 . 
证 明 (1) 设 zn 一 (2 写 十 90)， Tn 一 y(n 一 十 00), 我 们 有 


fz) f(r) flrn) OfWno+00), vfe xX’. 


由 数列 极限 的 唯一 性 知 f(z) = f(y), 从 而 f(z 一 y) = 0. 由 Hahn-Banach 
分 离 性 定理 知 ， x 一 y = 0. 这 样 就 推 得 z = y. 

(2) 对 于 任意 的 € 只 由 于 f(zn) 一 f(z)(n 一 +co), 因此 它 的 
子 列 f(zn) 一 jz) (一 +20), 所 以 zn -人 工人 人 一 二 oo). 

(3) 对 于 任意 的 Je XX*、{f(zn)} 是 收 分 数列 ， 因 而 是 有 界 的 ， 即 


sup{ |f(xn)|: meN}=AMOH) < +oo， 


从 而 由 一 笃 有 界 原理 知 {7n} 有 界 . 

定理 5.72 设 {zn} 是 赋 范 线性 空间 羡 中 的 点 列 ， 则 

(1) 车 zn 一》 工 (nn 二 十 20), 则 zn 一 工 (n 一 十 oo)i; 

(2) 若 zn - 工 (n 一 十 oc) 不 能 推出 zn 一 zu 一 二 oo)i 

(3) 若 dimX =7 < 十 2c, 则 弱 收敛 与 强 收敛 等 价 . 

证 明 (1) 车 zn -全 工人 一 十 co), 对 十 任意 的 EX*, 由 下 的 连续 
性 可 得 ， f(zn) 一 f(z) (n 一 +co), 这 意味 着 zn 一 z (nu 一 +oo)， 

(2) 设 X 是 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 ， {en} 是 X 的 标准 正 交 集 . 
对 于 任意 的 f e XX*, 出 Riesz 表示 定理 ， 存 在 yj € 半 , 使 得 ， 对 于 任意 的 
TEX 有 ，f(z) = (z,yj). 再 由 Bessel 不 等 式 知 


十 ee 


> |1(en.z) 民 <1z 上 ，YVzexX. 

n=1 
因此 上 式 左 端 的 级 数 收敛 ， 因 而 当 n 一 +20 时 ， f(en) = (en,yf) 一 
0(Y EX*). 故 en 一 0(n 二 十 o0), 但 是 当 m 关 n 时， 有 


lem — enl? = eml? +llenl? =2, 


所 以 {en} 不 可 能 强 收敛 . 
(3) 设 zm yz(mm 一 十 20), {e1，e2，……，en} 是 X 的 一 个 基 ， 则 


mm 一 ED)el 十 多 ea 十 十 ED) en T= Ele1+é2e2 + + énen, 而 
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且 对 于 任意 的 fe X*. 恒 有 (lzm) 一 ? f(T)(m 二 二 20). 取 廊 EXr* 定 
义 如 下 
1. 人 = 下 
frlej) = 6kj = 
ne 必 大 天 六 
则 庆 (zm) = 名 7， 大 (z) = 由 大 (zm) 一 大 (z) (m 一 +co) 可 以 得 
到 EM"™) 一 (mm 一 十 zx). 因而 当 m 二 二 20 时 ， 有 


lzm -zl = | De" een) < Da" -ellerl — 0. 
k=1 L 人 =1 


这 就 意味 着 {rm} 强 收敛 于 7. 

定理 5.73 设 及 是 Hilbert 空间 ，{zn} CH,zeEH. 则 

(1) 在 Hilbert 空间 万 中 ，zn 一 z(n 一 +oo), 当 且 仅 当 对 于 任意 
的 ze 万 . 始终 有 (zn.2) 一 (7.2) (mn 一 十 20); 

(2) 在 Hilbert 空间 五 中 ，zn -2 xz(n 一 十 00), 当 且 仅 当 zn 一 > 
zZ(n 一 二 coc), 而且 zn 一 ziln 一 +oo). 

证 明 (1) 由 Riesz 表现 定理 证 明 ; (2) 直接 按照 定义 去 验证 ， 

定理 5.74 ”在 赋 范 线性 空间 X 中 ， zn 一 》Z (n 一 +co) 的 充分 必要 
条 件 是 

(1) 点 列 {zn 有}》 有 界 ; 

(2) 存在 M C X*.spanAf = X*, 使 得 对 于 任意 的 f e M, 恒 有 
frn) 一 flr) (n+). 

证 明 ”必要 性 的 证 明 . (1) 是 因为 弱 收 敛 点 列 一 定 是 有 界 的 ; (2) 是 
明显 的 . 

充分 性 的 证 明 . 设 (1), (2) 成 立 ， 由 于 点 列 有 界 ， 因 而 存在 正 的 常 
数 C, 使 得 对 于 任意 的 自然 数 n, 有 znj < C, 而 且 zx < C， 此 外 ， 
对 于 任意 的 f € X* 和 = > 0. 由 (2) 知 ， 一 定 存在 9 € span M, 使 得 


9 一 了 <s/(3C), 其 中 g= aif fe A aeF 由于 


大 


fi(zn) 一 fi(r), g(rn) = Daifi(zn) — aifi(t) = 9(7) (n +00), 
i=1 


i=1 
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故 一 定 存在 自然 数 和 N, 当 n > N 时 ， 有 19g(zn) 一 g(z)| < =/3. 所 以 ， 


f(zn)— f(z)| < f(rn) ~ g(rn)|+ lg(rn) ~— g(z)|+19tr) — f(z)| 
< Hf-gllliznll+§+lf -gllzl 


< 六 C++ 记 C=:. 
故 对 于 任意 的 f € X*, 可 以 知道 f(zn) 一 jz) (n 一 十 20)， 这 就 得 知 


zn Tn +o0). 

定义 5.75 ( 弱 * 收效 ) 设 下 为 赋 范 线性 空间 ，X* 中 的 点 列 {fn4} (n= 
1，2，…) 称 为 弱 * 收敛 于 fn € X* 是 指 ， 对 于 任意 的 ze 义 , 恒 人 有 
户 (z) 一 fo(7) (ni 二 十 2c). fo 称 为 {fn} 的 弱 * 极限 . 

定理 5.76 

(1) 弱 * 极限 是 唯一 的 ; 

(2) 有 益 线 性 泛 郴 点 列 依 X* 中 的 范 数 收敛 意味 着 弱 * 收 敏 ， 

(3) 设 X 是 Banach 空间 ， 如 果 六 上 的 有 界线 性 泛 卫 点 列 {fn} (= 
1，2，…) 弱 * 收敛 于 fo EX', 则 全 所 用 是 有 界 数 列 . 

证 明 

(1) 车 症 上 有 界线 性 汉 隆 点 列 {fn} 同时 能 * 收敛 于 fo 及 6, 由 弱 * 
收敛 的 定义 可 知 ， 对 于 任何 zx € 苹 , 恒 有 jo(z) = 用 (7z), 故 fo = 用. 

(2) 设 {fn} CX*(n=1，2，…)，fo eX* 而且- 了 ol 一 
0(n 一 十 00). 任 取 ze 所 ,因为 


[fa(¥) =— fot) Sh- hollllzl 0(n 3 +00), 


所 以 {fn} 弱 * 收敛 于 fo. 

(3) 由 一 至 有 界 原理 得 到 . 

定理 5.77 如 果 fi -区 Fn 二 十 00), 那么 有 和 > (n++o0). 

证 明 ”由 于 X'*  J( 玉 ), 如 果 对 于 任意 的 € X*， 下 ( 亡 ) 一 
天 (f) (nm 一 +20)， 则 对 于 任意 的 ZE X，J(z) = XE€ X**, 万 (z) = 
£(fn) — 2(f) = f(z) (n+), 所 以 ，fn fn +0). 

命题 5.78 如果 X 是 自 反 空间 ， 则 弱 * 收敛 与 弱 收 敛 是 等 价 的 . 

证 明 因为 J(X) = X*. 

定理 5.79 ( 弱 * 列 紧 性 ) 设 X 是 可 分 的 赋 范 线性 空间 ， 则 X* 中 任 一 
有 界 点 列 {fn} 有 弱 * 收敛 的 子 列 . 
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证 明 ”因为 习 是 可 分 的 赋 范 线性 空间 ， 因 此 X 中 有 可 数 稠密 的 子 
集 4= {rr : 有 KEN 由 {fn} 有 界 可 知 存在 常数 ML > 0, 使 得 
对 于 任意 的 自然 数 n, 恒 有 | 户外 < 7, 因此 ，| f(z)| lz < 
za 直 所 以 ，{ 记 (zeD)} 是 有 界 数列 , 由 列 紧 性 定理 1.18 知 , 它 有 收敛 的 子 
列 {A(zD : ne N}. 类 似 地 有 ，| 0(z2)| < 7 时 Mz2l. 
ie PE N} 是 有 界 数列 ， 它 也 有 收敛 的 子 列 {f(z2) : me 
NN}. 这 下 去 ， 对 十 任意 的 m E N. 就 会 得 到 f 的 子 列 { pe ne 
N}, ee {A em) : n € N} 收 全 而 有 {”: neEN} 吓 
二) 的 子 列 因此， 对 于 任何 的 1 < 大 < ms {f(zx) : neN} 都 
收 你 ， 此 点 列 可 以 排列 如 下 


其 中 每 一 点 列 者 是 前 一 点 列 的 子 列 ， 机 起 丽人 J 对 于 任意 的 人 当 
由 衬 大 时 ， ip) 存在， 所 以 ,in 的)(zh) 存在 ,但 由 于 大” 
在: 的 一 个 彻 密 子 集 上 收 人 务 ， 故 由 前 一 定理 知 ， 一 定 存在  E 六 "使 得 


9 一 人) 一 二 cc). 
我 们 仅 给 出 下 列 结论 ， 但 略 去 其 证 二. 
定理 5.80 


(1) 空间 C([a. 酉 ) 中 的 点 列 {zn} 绚 收 分 于  E C([a, 可 ), 当 且 仅 当 
{en()} 作为 本 数列 在 fw. 外 上 处 处 收 分 于 z(t); 
(ii) 人 wd 为 有 办 数列 . 
(2) 空间 Ze([@.J)(L < p < +x) 中 的 点 列 {zn} 弱 收 敛 于 rz € 
ZL?([a. 司 ). 当 且 仪 当 
(这 对 于 任 间 的 1e .中 及: oodac fal u) du; 
) 划 lz 要 为 有 办 数列 . 
(3) 设立 是 赋 范 线性 空间 ，{ 户 }c X7, 如 果 
(人 全 记 目 } 有 界 
(ii) 丰 式 的 某 -- 秽 密 了 集 31 上 {f(z)} 收 分 . 


.第 五 训 线性 和 地 约 一 导论。 81 


则 存在 f € XX", 使 得 fn > 了 (n> 十 oc). 

(4) (Eberlein) 自 反 空间 的 单位 闭 球 是 弱 紧 的 . 

(5) (Alaoglu) 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， 则 X* 中 的 单位 闭 款 是 弱 * 紧 
的 . 


85.11 对 偶 算 子 


设 人 是 由 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 有 界线 性 算 子 . 任 取 f € 
YY 则 (Tx) 关于 zeX 是 线性 的 巾 不 等 式 f(Tz)| < 
可 知 ， f(TX) 是 有 界 的 ， 因 此 ， 它 是 关于 re 的 一 个 有 界线 性 泛 阴 ， 令 


f(z)= f(T2). (5.11.1) 


则 f* € 和 显然 当 了 在 六 中 给 定时 ， f* 就 在 ”中 被 确定 下 来 ， 这 就 
意味 着 建立 了 一 个 由 Y* 到 X" 的 映射 。 这 个 映射 通过 (5.11.1) 将 / 映 成 
f°, 记 这 个 映射 为 T". 于 是 T"f = 广 . 

定义 5.81 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ， 了 TE B(X, 了 ). 了 的 对 偶 算 子 
7T* 是 指 ，T*: Y* 一 大 


(TA)(z)= f(T7x), VfeyY’, rexX. 
定理 5.82 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ，T€ B(X,Y), 则 T* 是 有 界线 
性 算 子 ,而且 汗 T* = 中. 
证 明 对 于 任意 的 ff gEY"*,，a，3EF， zeEX, 有 
[T’(af +Bg)](z) = (af +89)(Tz)=af(Tz)+B9g(T7) 
= a(T*f)(z)+8(7"*g)(z) = (aT™*f +87"g)(z). 
因此 ，T*(af+39) =a7T*f 十 87T*g, 即 说 明了 工 是 线性 的 ， 又 因为 
上"J(zE=EDzIEIAINIZINL 小 
从 而 17* fl < 中 THIL fH, 这 意味 着 T* 是 有 界 的 并 且 7* 由 <TH. 另 一 
方面 ， 对 任 一 zo € 外 , 则 有 工 Yo E 站. 从 而 ,由 Hahn-Banach 定理 的 存在 
定理 可 知 ， 存 在 fo EY", 使 得 上 fo 上 = 1 和 jo(Tzo) 王 | 六 zol 故 
IT7zol = yoTzol=1 Jotzol<s1z follllzoll 
7T* ozoll = 7 Hzoll. 


IA 
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这 样 我 们 可 以 知道 ， 对 每 一 个 zo € 号、 Tzoll < 71Hlzoll， 从 而 知 
上 IE 人 站, 综合 上 面 的 证 明 可 以 得 到 ‖T = Tl. 
定理 5.83 设 X.Y 和 2 都 是 赋 范 线性 空间 . 
(1) 车 T. SeBX Y). a. 3eRE 则 (aT+8S) =aT*+BSri 
(2) 若 TEeB(X. Y). SeB(Y, 2), 则 (ST)*= T* 35"; 
(3) 苦 TEB(X，Y).， 7T7! 看 在 有 8 T-! € B(Y,X), 则 (T*)-! € 
B(X"， 7 "). 而且 (T*)7 1 = (7T71)*. 
证 明 
(1) 对 于 任意 的 J EY"*.xzeE 义 ,有 


[aT+3S)f)(x) = fllaT+85S)z]= f(aTr+B85S7) 


af(Tr)+3/(S7)=a(T*f)(z) + 8(5*f)(z) 
= (aT*f+85"f)(7), 


外 


所 以 ，(aT+35)f=aT*f+35*f=(aT*+B85*)f. 故 ，(aT+ 
3S)* =aT*+85"*. 
(2) 对 十 任意 的 hE Zr rE XX, 由 STEB(X，2Z) 知 ， 


[(ST)*h](x) =h(ST x) = (Sh)(Tz) = 7T*(S°* h)(z) = [(T* S$*) h](z). 


所 以 ， 对 于 任意 的 he Zr. 有 (ST)*h=(T*S")h, 故 (ST)* =T* 5S*. 
(3) 对 于 任意 的 geEY*. 则 T*g e X 因为 (T-1)* € B(X*，Y*)， 
半 么 对 于 任意 的 yeEY. 我 们 有 


(TAT oD) = Tg9(T7 1y) = g(TTy) = 9(y). 


所 以 ， 对 于 任意 的 ge "有 (TT1)*7T*g=g. 故 (T 1)*T* = Jy., 其 中 
J 表示 Y* 上 的 恒 等 算 子 . 
男 一 方面 ， 对 于 任意 的 fe X*, 有 (TT)*f Ee Y*. 从 而 对 于 任意 的 
TEX, 就 有 
[T*(T™Y) f(x) = {TANT x) = f(T T)z] = f(z). 
所 以 ,对 于 任意 的 feE X* 有 :TT* (T-1)* 了 = 了. 因此，T* (7T-1)* = Ix:… 
故 (T*)-! 存在 , 而 且 (T*)-1 = (T-1)* € B(X*,Y*). 


定理 5.84 了 的 对 偶 算 子 T* 也 有 对 偶 算 子 (T")*, 将 它 简 记 为 了 
车 将 XX 看 成 XX"* 的 子 空间 ， 则 T 是 了 的 延 拓 ， 而 且 上 7”* 上 = Tj. 
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证 明 由 于 T*€B(Y*. X*)，(T*)* € B(X*，Y**), 从 而 
{T™*F](g)=F(Tg), VFeX”, vyeyY. 
对 于 任意 的 TE X, 我 们 有 J(z) = 大 = 他 EX. 这 样 就 会 有 
[7™* a](9) =2(7°9) = [T° gl(z) = 9(T7) = Tz(9). 


所 以 ，T* 池 = Tz. 若 把 X 嵌入 到 X ,把 Y 嵌入 到 Y”*, 也 就 是 把 六 看 
成 Xt* 的 子 空 间 J(X), 把 Y 看 成 Y** 的 子 空间 J(Y), 因而 与 2 视 为 
同一 ，TZz 与 TZ 视 为 同一 ， 于 是 Tez 二 了 Tz, 因而 T”* 是 了 的 延 折 ， 而 
且 7T* | =|T*|= 呈 Ti. 

例 5.85 设 T: Rn 一 > Rm 为 一 有 界线 性 算 子 ， 可 用 mxn 矩阵 


all a12 … Qln 

a21 Qa22 … aq2n 
A= 

Qm1l Qm2 Qmn 


表示 . 
对 于 任意 的 z = (61,62,… ,én) E R", 我 们 有 


T= Eevee 
j=1 j=1 和 1 


因为 (R")" = R"，(R™)* = Rm, 所 以 ,对 于 任意 的 太 = (02 7) € 
(R™)*, 有 
mn n /m 
(Ty)’(z) = (Tz) -en- 守 (Son) 与 
i=1 j=1 j=1 \i= 


由 z 的 任意 性 ， 以 及 T*y* & (R")* = R", 得 到 
Ty = (Gem Dem 中 ， 
i=l i=1 i=1 


这 就 表明 T* 由 4 的 转 置 矩 阵 来 表示 - 
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在 线性 代数 中 ， 对 称 和 矩阵 44 可 以 对 角 化 是 一 个 核心 定理 ， 这 意味 着 存在 
C" 的 标准 正 父 基 {ek} 使 得 相对 于 该 矩阵 的 线性 变换 了 :Cn 一 C" 有 如 
下 表示 : 

T(r) = 》 M(x, ck) er: 
k=1 

其 中 入 (类 = 1 2，.…， J 咱 是 矩阵 4 相对 于 特征 向 量 ek (k= 1，2，.…，en) 
的 特征 值 ， 必 三 (2:ek) 是 的 坐标 人们 期 望 将 此 结果 推广 到 无 限 维 空间 
中 的 线性 算 子 . 

本 章 主 要 介绍 有 界线 性 算 子 谱 的 概念 与 基本 性 质 ， 在 此 基础 上 介绍 紧 算 
子 谱 的 Riesz-Schauder 坚 论 ， 坡 后 介绍 一 些 特殊 类 算 子 的 概念 与 基本 性 质 
及 其 谱 定 埋 . 


86.1 ”有 界线 性 算 子 的 谱 理 论 


谱 理 论 是 现代 泛 蚜 分 析 及 其 应 用 的 一 个 主要 分 支 ， 粗 略 地 说 ， 它 是 研究 
某 种 形式 逆 算 子 的 一 般 性 质 以 及 它们 与 原 算 子 的 关系 ， 在 研究 方程 的 求解 问 
题 中 ， 这 种 算 子 出 现 的 非常 自然 ， 例如， 在 线性 代数 方程 、 微 分 方程 、 积 分 
方程 与 变 分 门 题 中 ， 很 多 问题 可 以 转化 为 如 下 形式 的 算 子 方程 ， 


MI-T)r=y. (6.1.1) 


以 及 相应 的 齐 次 方程 
(AT 一 T)z= 0. (6.1.2) 


其 中 了 : D(T) 一 入 是 给 定 的 一 个 线性 算 子 ,定义 域 D(T) 和 值 域 R(T) 
都 在 复 赋 范 线性 空间 X 中 ， 了 为 定义 在 D(T) 上 的 恒 等 算 子 ， 入 是 一 个 复 
数 . 若 AT 一 工 有 逆 , 用 R(A:T) 表示 (AT 一 站 称 忌 (AT) 为 了 的 预 解 
算 子 或 预 解 式 . 因此 ， 要 进一步 研究 带 参数 的 方程 (6.1.1) 和 (6.1.2) 解 的 存 
在 性 、 唯 一 性 和 稳定 性 ， 即 就 是 要 了 解 算 子 了 的 结构 ， 很 显然 研究 R( 和 ;人 了) 
的 性 质 是 基础 ， 当 然 AT 一 工 和 忌 (A:T) 的 许多 性 质 都 依赖 于 参数 和 从 而 
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入 所 形成 的 集合 是 人 们 感 兴趣 的 .通过 对 算 子 谱 的 研究 不 但 可 以 了 解 算 子 本 
身 的 结构 ， 从 而 刻画 相应 方程 解 的 结构 ， 而 且 在 现代 工程 中 求 振动 的 频率 、 
判定 系统 的 稳定 性 都 与 相应 算 子 的 谱 及 其 分 布 各 关 ， 本 书 主要 介绍 有 界线 性 
算 子 的 谱 理论 ， 但 有 关 概 念 在 一 般 范围 给 出 . 

定义 6.1 设 久 是 复 Banach 空间 ， 和 是 复数 , 了 : XDD(T) 一 X 
是 一 个 闭 线性 算 子 ， 如 果 存 在 ro e D(T)、xzo 关 0, 满足 (AT 一 T)zo = 0， 
则 称 和 为 算 子 了 的 特征 值 . 特征 值 的 全 体 记 为 cp(7), 称 它 为 了 的 点 谱 , 此 
时 称 zo 天 0 为 算 子 了 的 相应 于 特征 值 的 特征 向 量 . 相应 于 一 个 特征 值 入 
的 特征 向 量 的 全 体 以 及 零 元 素 构成 X 的 一 个 线性 子 空 间 ， 称 为 算 子 工 的 性 
应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 空间 . 简称 特征 空间 , 记 为 已 MT), 而 dim 五 MI) 
称 为 特征 值 入 的 重 数 . 因此 ， 人 台 


E\(T)= {re D(T): Tr=Ar}= ker(MT—T) 


定义 6.2 设 X 是 复 Banach 空间 ， 工 : XD DT) 一 X 是 一 
闭 线性 算 子 ， 如 果 存 在 复数 入 . 使 得 

(1) 克 := 和 AT 一 了 的 值 域 R(T-T)= -T)D(T)= 

(2) ROA:T) = (AT 一 TT) 存在; 

(3) R(A:T) 是 有 界线 性 算 子 . 
则 称 入 为 工 的 正则 值 , 工 的 正则 值 全 体 称 为 工 的 预 解 集 , 记 为 p( 了 ), 而 
R(A;T) = (AT 一 T)-1 称 为 工 的 预 解 算 子 . o(T) = C 一 p(T) 称 为 了 的 
谱 , ac(T) 中 的 每 个 复数 称 为 工 的 谱 点 . 

我 们 进一步 分 析 一 下 算 子 工 的 谱 o(T) 的 结构 . 若 AE C 使 得 (和 7 一 
T)-1 存在 ， 算 子 AT 一 人 的 值 域 有 下 面 几 种 情形 : 

(1) R(T-T) = 六, 在 这 种 情况 下 , 因为 了 是 闭 线性 算 子 , 于 是 和 1 一 了 
也 是 闭 线性 算 子 ， 又 因为 (和 AT 一 了 )-! 存在 ， 从 而 (和 了 一 了 )-! 也 是 闭 线性 
算 子 ， 即 (AT - T)-1 是 全 空间 X 上 定义 的 闭 算 子 ， 由 闭 图 像 定理 可 知 ， 
(AT 一 T)-1 是 X 上 的 有 界线 性 算 子 ， 因 而 入 是 正则 值 . 

(2) RT- 了 T) 关 六, 但 是 RAT-T)=X. 

(3) ROT-T)#X. 

由 此 可 知 ， 情 况 (2) 和 (3) 对 应 的 复数 入 都 是 算 子 了 的 谱 点 . 

定义 6.3 设 X 是 复 Banach 空间 ， T: XD DT) -一 X 是 一 
闭 线性 算 子 ， 

(1) 如 果 存 在 复数 入, 使 得 (AT 一 T)-! 存在 , 但 是 R(T 一 T) 关头 ， 


186 . py _ 应 用 泛 函 分 析 


R(AT 一 了 = 入 . 则 称 入 为 了 的 连续 谱 , 连续 谱 的 全 体 记 为 cc(T). 因此 ， 
ce(T) = {MEC: ker(AI-T)= {0}. ROT-T)= X, RAI-T) #0X}. 
等 价 地 说 连续 谱 为 ， 若 入 E ofT). 并 且 方程 (MT 一 了 )z = 0 只 有 零 解 ， 但 
AJ 一 了 的 值 域 R(AT - 工 ) 在 X 中 稠密 ， 则 称 和 为 了 的 连续 谱 . 


(2) 如 果 存 在 复数 和 . 使 得 (和 JT 一 了 了)-! 存在 ， 但 是 R(A7 一 了 ) 天 天， 
则 称 入 为 了 的 剩余 谱 : 剩余 谱 的 全 体 记 为 or(7), 即 有 


or(T)= {MEC: ker(AT-T)= {0}. ROT-T)#X). 


等 价 地 说 剩余 谱 为 ， 若 入 E al(7). 并 且 方 程 (和 一 T)z = 0 只 有 和 零 解 ， 但 
AT 一 了 的 值 域 RAAT 一 工 ) 在 六 中 不 稠密 ， 则 称 和 为 了 的 剩余 谱 ， 
注 我 们 将 复 平面 C 划分 为 四 个 不 机 交 的 数 集 ， 即 就 是 有 


C=npTiuUcol(7T)=ApT)Uaon(T)Uoc(T)Uor(T)， 


特别 地 ，e(T) 可 以 分 为 如 下 情形 : 
(1) 当 dimX < + 时 o(T) = op(T); 
(2) 5 dimX =+x 时 o(T)= op(T)Uoe(T) Uor(T 
- 般 说 来 ， 线 性 算 子 的 三 种 谱 点 都 有 可 能 存在 . 
例 6.4 
(1) 设 T: C" 一 C" 是 一 个 对 应 于 矩阵 4 的 线性 算 子 ， 则 了 仅 有 点 


(2) 设 总 = D(9) 一 C1([0. 了 1), 则 8 仅 有 点 谱 ; 
(3) 设 艺 = .在 从 上 定义 线性 算 子 工 如下: 


1 1 
T(z1.72..…*)= (a je Bes) 


则 0e oc(T). op(T) = 人. 雪 雪 …} 和 p(T) ) cc\fo, 1 小 

(4) 设 XX 是 复 Banach 空间 C([0.1).， 定义 X 上 的 乘法 算 子 了 : 
(Tr)(t) =+r(t). Yr €E X. W p(T) = CNio,H, or(T) = [0, 1]. 

证 明 (1) 4 的 特征 多 项 式 的 根 是 工 的 全 部 特征 值 ， 当 入 不 是 了 的 特 
征 值 时 ， 人 T) E B(C"). 因此 ，o(T) 仅 有 点 谱 ， 即 o(T) = {Nx} 
而 且 p(T) = CNAk]R-- 

(2) 任意 的 AE C. 便 有 (AT 一 jex = 0, 所 以 ac(9) 仅 有 点 谱 ， 也 
就 是 说 o(0) = C, 因此 ，p(T) = 0. 
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(3) 考察 方程 (和 AT 一 T)x = y，z,y E 1. 车 入 = 0, 则 Tz = 一 y, 从 而 有 


z=T1(-y 人 ny 如果 取 y = (1 去 , 吉 ,…， 志 ，… 
则 z = (1 未 坟 …, 喜 …) 全 ,所 以 了 ~! 是 无 界 算 子 ， 故 0€ o(T). 又 


因 Tz=0 只 过 | “因此 0 gop(T). 取 空 间 上 的 一 个 标准 基 {en}, 其 中 
en 的 第 nn 个 位 置 是 1 其 他 位 置 全 为 0. 因为 T(nen) = en 所 以 en € R(T)， 
因此 R(T) = 1, 由 定义 知 0 € oc(T). 

当 入 = 者 (n = 1,2,.…) 时 ， 上 面 的 韭 齐 次 方程 无 解 ( 逆 算 子 R(X,T) 
不 存在 ), 但 齐 次 方程 (MT 一 T)z = 0 有 非 零 解 ， 所 以 op(T) = { 侍 : n= 

2 小 歼 p(T) C CN0.1 二 二 小 
(4) 设 入 从 [0,1, 定义 算 子 R、: C([0,) 一 C([0,1) 如 下 ， 
z(t) 


(RT)(t) = N= 


则 R、 是 有 界线 性 算 子 . 事实 上 上 ， 有 界 性 可 以 从 下 面 的 估计 式 : 


z(t) = 
telolj | 入 一 二 这 I 和 A 


|RAz|l| = max willzl 
得 到 ， 又 因为 对 于 任意 的 YE C([0, 1]), 有 
[RAAT = T)zj(D = [CAT -T)RAzl(t) = x(t). 


因此 ，RA= (MX 一 T)-1. 故 和 ep(T). 
若 Ae [0,1], 则 RA 是 无 界 的 .下 面 证 明 此 时 方程 (AMT 一 T)z = 0 只 有 
零 解 。 否则 ， 若 存在 zo e C([0, 1]), 使 得 


(MN — T)zolt) = (A —t)zo(t) = 0， 


则 当 t 关 入 时 ，zo(t) = 0. 由 zo(t) 的 连续 性 可 知 ， zo(A) = 0. 因而 对 于 
任意 的 te [0,1], 有 zo(t) 三 0, 所 以 ， 和 op(T). 最 后 证 明 R(AT - 7) 在 
C(I0, 1) 中 不 稠密 ， 事 实 上 ， 由 于 


(MT —T)z(t) = (A ~—t)z(t), zr € Cc([0,1)). 
当 4= 入 时 ， 有 (和 一 )z(t) = 0. 这 样 ， 对 于 C([0, 了 1) 中 的 函数 zo0(), 有 


lzo = Of = D)all = 四 oO 的- 和 -9zGl> lzo(h 
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因此 ， R(XAT 一 了 ) 在 C([0.1]) 中 不 可 能 稠密 ， 故 Ae or(T). 
定理 6.5 设 六 是 复 Banach 空间 ， .TE B(X). 如果 TH < 则 


有 (I-T)-!€ B(X), 而 且 (7-7)-!1= es 右 端的 级 数 按 算 子 范 数 收 
但 ,而且 


1 
NT- a 
1 ls pz 


证 明 ”因为 上 7T"| < TP (n= 0，1，…)，]|TH < 1 所 以 级 
数 于 T" 收 合 ， 设 其 和 为 S E B(X)， 下面 证 明 S = (了 一 了 )-! 为 此 令 


n=0 


Ss = 于 TH(n =0，1.，.…). 于 是 
k=0 


= 5= Er +) 


k=0 
因此 ， 对 于 n=0，1.，-…. 有 
(I -7T)S, =J—T"+l. Sn(T 一 T) = 了 一 Tn+1. (6.1.3) 


由 于 TH < 1. 则 To2+l 一 09(n 一 十 2c). 在 (6.1.3) 的 两 个 等 式 中 ， 令 
n 一 十 oc. 便 可 以 得 到 


(I-T)S=I. S$(1-7T)=I. 


所 以 ， 存 在 (1 一 了 T)-! -5= 人 ST 而 且 


-| < 严 有 心志 
I( I I = HT 
定理 6.6 设 X 是 复 Banach 空间 ，TE B(X). 车 | 和 |> Th 则 
入 是 了 的 正则 值 ， 而 且 


(AI :大吉 下 et 
NW = I= TR 


证 明 ”因为 对 于 任意 的 和 EC， A#0.A1-T=AI- 人). 根据 定理 
6.5 知 ， 当 | 入 | > 中 工人 时 ， 存 在 (了 一起)-1 < B(X), 因而 必定 存在 


(CY ee 


@ 本 je € B(X), 
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而 且 
tN i 
3 = -7T)-!== Wh > 
RO:T) = (M1 -7) i (a) ee 
进而 得 到 


x | 天 1 1 


i 
lANDI= (3 |s my rr 


设 T(t) 是 定义 在 复 平面 内 菜 一 区 域 G 内 并 取 值 于 复 赋 范 线 性 空间 X 
中 的 向 曼 值 溺 数 ， 如 果 对 于 给 定 的 +€ G, 比值 
T(t+h)— T(t) 
h 


当 户 一 0 时 按 范 收 和 敛 于 XX 中 某 一 极限 ， 则 称 此 极限 为 T(t) 在 t 处 的 强 导 
数 , 记 作 量 7(0)， 此 时 ， 称 T(t) 在 t 处 强 可 导 (或 强 可 微 ). 若 T(t) 在 G 
中 每 一 点 处 强 可 导 ， 则 称 T(t) 在 G 内 解析 . 

定理 6.7 设 闵 是 复 Banach 空间 ，T EB(X), 则 

(1) p(T) 是 C 中 的 开 集 ; 

(2) 忌 (A:T) 在 p(T) 内 是 算 子 值 解析 函数 . 

证 明 (1) 设 Xo ep(T). 则 

三 于 (A—M)T+(NMT-T) 


(MIT- TI+(A- Xo)(XoT -TY). 


ll 


根据 定理 6.5. 当 | 和 一 XA0| < QoT 一 T7171 时 ，[T 十 (和 一 XA0)(XoT 一 
Ze B(X). 从 而 证 


AI-T)™ = [+A- MNT-T) NI-T)!e B(X). (6.1.4) 


故 当 | 和 一 和 0| < 上 QoT 一 T7171 时， 有 入 E p(T). 此 即 说 明 p(T) 是 开 
集 . 
(2) (i) 先 证 RA;T) 连续 . 设 Xo e p(T), 由 (6.1.4), 当 | 入 ~- Xo| < 


[2 (X07 一 了 了)-! 咱 -! 时 ， 我 们 有 
RA:T) < Ro:TIT+ A- XN) ROo;T)- (0) 
< 2| Ro0:T) my 
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(i) 设 入 jE p(T 了). 直接 计算 得 到 


(AT-Ti- = (AT-T)-IUT-T)OT=-7T)-1 
= (MI-T)-ilp- NIt+AIT- TAI-7)-! 
= (pANAT- THpT- Tl+(pT -7T)-l. 
从 而 有 
ROA:T) — R(p:T)= (1 oN) ROA:T) R(p:T). (6.1.6) 
因此 ， 由 (6.1.5) 和 (6.1.6). 得 到 
ROA:T) — R(Xo: T) 
< 1A— Nl ROA:TIARANo: T) 
< 2 R(xo:T) 人 |A- Nl 0(A = Xo). 


最 后 证 明 可 微 性 ， 由 (6.1.6). 得 到 
ln BOD -ROD jm ROA:T) RON;T) = -RO0;T)?. 
和 一 )o 入 一 Xo A M0 


给 出 下 面 的 定理 ， 但 略 去 其 证 明 . 
定理 6.8 设 X 是 复 Banach 空间 ， 了 Te B(X), 则 
(1) 设 入 jE p(T). 则 有 下 面 的 预 解 式 方程 


R(X;T) ~ R(:T) = (4 — AN) ROA:T) R(1;T) 


并 且 有 
ROT) = (1 RO TY, n=1, 2,.…. 
(2) o(T) 是 有 界 闭 集 ( 紧 集 ), 而 且 o(T) Cc {A: 和 AEC，| 和 AI 么 1 从 
(3) o(T) #0. 


(4) o(T) =o(T*), 并 且 当 和 Ep(T) 时 ， 有 R(X;T)* = R(X;T*). 
例 6.9 设 X 是 可 分 Hilbert 空间 ， {ek :k EN} 是 XX 的 标准 下 交 


基 ， 对 于 = 他 ow ek, 单 侧 移 位 算 子 了 定义 为 
k=1 


十 co 


TY= akek-1 
k=2 
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则 o(T) 是 复 平面 上 的 闭 单位 圆 盘 . 
证 明 设 入 是 相对 于 特征 向 量 z = (xz1， Zz2，…) 的 特征 值 ， 则 
Tz= 和 Az,z2z= 和 zl,zd 王 和 zz 一 X2zl, .ZK 二 和 Xe-lz… 取 zl 一 1 


我 们 得 到 特征 向 量 x = (1， 和 入，、 和 站，….), 要 使 zEX, 必定 有 


二 oo 
DM < +o%, 


sh 


因此 ， 入 EC，|A|<1 是 的 特征 值 ， 对 任意 x € 区 我 们 有 
十 oo 十 oo 
lITzP= Dz = Dlr) = zl), 
k=2 k=1 


这 就 表明 | 工 | = 1, 内 此 ， c(T) 必定 包含 在 复 平 而 上 的 闭 单位 圆 盘 中 ， 但 
是 xc(T) 是 闭 的 ， 所 以 c(T) 是 复 平面 上 的 闭 单位 圆 盘 . 
定义 6.10 设 X 是 复 Banach 空间 ，T Ee B(X), 数 


ro(T)=sup{fl 和 | : AEp(T)} 
称 为 算 于 了 的 谱 半 径 . 
定理 6.11 ( 谱 半 径 定理 ) 设 X 是 复 Banach 空间 ， 则 
(1) ro(T) = iT 


(2) ro(T) < NT; 
(3) 当 | 和 | > ro(T) 时 ，R( 和 ;T) 有 下 面 的 展开 式 : 


+% Tn-l 
RAT = > 一 
n=1 


注 谱 半 径 定理 中 (1) 是 著名 的 Gelfand 定理 ， 它 是 一 个 深刻 的 定量 关 
系 . 谱 半 径 定理 中 (2) 明显 过 分 粗糙 ， 即 使 Tl 很 大 ， 也 有 可 能 rc(T) = 0. 
谱 半 径 定 理应 用 很 广 ， 利 用 它 完 全 解决 了 算 子 知 级 数 的 收 伍 判别 问题 . 
定理 6.12 设 X 是 一 个 复 Banach 空间 ，T € B( 义 ), 备 级 数 not 
=1 


的 收敛 半径 为 RR， 了 
(1) 若 re(T) < RR, 则 级 数 之 ak TA 绝对 收敛 ; 
一 1 


+o0 
(2) 若 7o(T) > R, 则 级 数 汀 ax TK 发 散 . 
= 
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证 明 (1) 对 于 让 项 级 数 位 lak TH 有 来 说 ， 出 于 
k=1 


ma TI = 末末 


= ro(T)/R < 1 


由 高 等 数学 中 的 Cauchy 判别 法 知 立 llak TA 收 主 . 
k=1 


a 
(2) 车 于 ak TK 收敛 ， 则 lim lex Th = 0, 因 此 a := supJlax 7*I| < 
k=1 一 十 oo 大 


十 2o. 所 以 
ro(T) = linillax T*|| Uk < lim al < 1， 


人 一 十 2c 


也 就 有 ro(T) < R. 因此 ， 当 re(T) > R 时 级 数 亚 akTA 不 可 能 收敛 
一 1 
86.2 紧 算 子 


在 这 一 节 ， 将 对 紧 线性 算 子 作 比较 系统 的 研究 ， 它 的 性 质 与 有 限 维 空间 
中 的 矩阵 很 相似 ， 它 在 积分 方程 和 数学 物理 问题 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 

定义 6.13 设 六 与 Y 部 是 赋 范 线性 空间 ，T 了 : X 一 了 是 线性 算 
子 . 如 果 工 将 站 中 的 每 个 有 界 集 AL 映 成 Y 中 的 列 紧 集 (相对 紧 集 ) T(2M)， 
即 T(M) 的 闭 包 T(M) 是 紧 集 ， 则 称 了 为 紧 线 性 算 子 , 简称 为 紧 算 子 ， 从 
XX 到 了 的 紧 线性 等 子 全 体 ， 记 作 大 (X.Y). 当 半 = 二 Y 时 ， 记 作 K(X). 

注 

(1) 线性 算 子 全 : 不 一 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 了 将 X 中 的 单位 球 
B(0,1) = {rEX: zl < 1} 映 成 Y 中 的 列 紧 集 ; 

(2) 线性 算 子 T: X 一 > 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 对 于 X 中 的 任意 有 界 
点 列 {znjt 当 .点 列 {zn}+ 访 在 中 必定 有 收 化 的 子 列 . 

定理 6.14 设 闵 ，Y 和 2 都 是 赋 范 线性 空间 ， 孝 么 

(1) 紧 算 子 是 连续 的 ; 

(2) 设 TeBX TY) SeEeBYZ). 如 果 T，S 中 有 一 个 是 紧 算 
子 ， 则 ST 也 是 紧 算 子 ; 

(3) 如 果 T. SeERK(X. Y), a. 3eC， 则 aT+85 € K(X, ¥) 
等 价 地 说 天 (X， 了) 是 至 (X、 并 ) 中 的 线性 子 空间 ， 特 别 地 ， 当 Y 是 
Banach 时 ， 如 果 紧 算 子 点 列 {上 当 C 天 (X、 工 ) 按 算 子 范 数 收 么 于 
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TE B(X， 了 ), 则 了 也 是 紧 算 子 , 因此 天 (X， 了 ) 是 妃 (X， 了 ) 的 闭 子 空 
间 . 因此 ， 天 (X，Y) 是 一 个 Banach 空间 ; 

(4) 如 果 工 < K(X，Y). 则 了 的 值 域 R(T) 是 可 分 的 ; 

(5) 如 果 TEB(X，Y) 而 且 dim RT) < +o%0, 则 TE K(X, YY); 

(6) 如 果 dimX < +c，、 TEB(X, Y), 则 TE€e K(X, Y); 

(7) 设 TEK( 和 XX， 六). 假定 {znjzs 是 X 中 弱 收敛 的 点 列 ， 也 就 是 说 
Wi Sz (nn 二 十 o0), 则 {xn} 在 Y 中 是 强 收 敛 的 , 而 且 极 限 为 y= 了 TT; 

(8) 如 果 了 TE 下 (X， 了 了), 则 全 的 对 偶 算 子 T" 也 是 紧 算 子 . 

证 明 (1) 设 TeK(X,， 7 了 ), 因 六 的 单位 球面 $= {zeEX: |zll= 
1} 是 有 界 的 ， 故 T(5) 是 紧 的 ， 因而 T(S) 是 有 界 的 ， 所 以 sup 上 Tzl| < 


lzll=1 
十 o0. 因此 ， 了 人 是 有 界 的 ， 故 了 是 连续 的 . 

(2 ) 因为 有 界线 性 算 子 把 有 界 集 映 为 有 界 集 ， 把 (相对 ) 紧 集 映 为 ( 相 
对 ) 紧 集 . 

(3) 仅 需 证 明 紧 算 子 点 列 {T jx C 天 (X，Y) 按 算 子 范 数 收敛 于 
Te B(X，Y) 时 ， 有 TEK(X，Y). 设 M 是 X 的 任 一 有 界 集 ， 因为 
上 7 一 了 TH 一? 0(n 一 十 0). 从 而 对 于 任意 的 e > 0, 存在 自然 数 no, 使 得 
对 一 切 ze MM, 有 Th, 一 Tz < e/2. 因为 Tn。 是 紧 算 子 , 因此 Tno(M) 
是 Y 中 的 列 紧 集 ， 从 而 T,( 1) 是 全 有 界 的 .对 Tno(M) 取 有 限 的 e/2 网 
{Wi，y2 ym}, 则 


m 


TU C LU Blyr,s). 
k=1 

所 以 { 角 ， 恕 ，…， ym} 是 T(J) 的 一 个 有 限 的 = 网 ， 这 就 说 明 T(M) 
是 列 紧 的 ， 故 了 为 紧 算 子 . 

(4) 设 B(0,n)= {zeEX: |zl|<n}(n=1，2,，…), 则 B(0,n) 是 
有 界 的 , 因此 ，T B(0,m) 是 列 紧 的 , 但 列 紧 集 是 可 分 的 , 故 卫 如 (0,m) 是 可 分 
的 . 由 于 任 一 了 TEX 的 范 数 都 是 有 限 的 ， 故 对 于 充分 大 的 自然 数 no 来 说 ， 
就 会 有 zl| < no, 因此 X= 出 B(0,n), 了 的 值 域 R(T) = U TIB(0,n)] 
是 可 分 的 . 

(5) 因为 TE B(X,Y), 于 是 T[B(0,1)] 有 界 . 又 因为 dim R(T) < 十 co， 
所 以 T[B(0,1)] 是 列 紧 的 . 故 T Ee K(X,Y). 

(6) 因为 dimX <+x. T € B(X,Y), 所 以 dimR(T) < dimX < 
+oo. 由 (5) 可 知 TEK(X.Y). 
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(7) 和 (8) 的 证 明 从 略 ， 

例 6.15 定义 在 赋 范 线性 空间 X 上 的 连续 线性 泛 攻 f € X* 是 紧 的 . 

证 明 这 是 因为 了 的 值 域 是 有 限 维 的 . 

例 6.16 设 太 (t.s) 在 a<t<b a<s<b 上 连续 ， 定义 算 子 
TT: Cl(la.9]) 一 Co) 为 


(Tzx)(t) = Kl(t.s)r(s)ds. vr(t)e Cl([la,b]), vte [a, bl. 


则 了 是 紧 算 子 . 
证 明 设 A 是 C([a.8]) 中 的 有 界 集 ， 于 是 ， 存 在 常数 C > 0, 使 得 对 
于 任意 的 Ze 7, 都 有 上 x 上 < C. 于 是 


b 
[TOD) TO) < Ks) Kltas) la(s) lds 
y b 
< Cf IRs) -Kl lds. 


由 于 在 a < t < b，a < s <b 中 一 致 连续 ， 从 而 对 于 任意 给 定 的 。 > 0, 始 . 
终 存 在 6 > 0, 使 得 对 于 任意 的 妇 ，t2 € fo, 外 只 要 | 二 一 妃 | < 6, 就 有 
IK(ti,s) ~ Kl(t2,s)| < acer vs € [a, bt). 
因此 ， 对 一 切 ZE ML, 部 有 
1(Tzr)(5a) — (Tr)(t2)| < =. 


故 NM 的 像 (Mf) 是 等 度 连续 的 ， 再 因为 了 是 有 界线 性 算 子 ， 所 以 T(M) 
是 有 界 的 ， 由 Arzela-Ascoli 定理 可 知 ，T(CA7) 是 C([a, 如 ) 中 的 列 紧 集 ， 故 
了 是 紧 算 子 

例 6.17 “对 于 仁 一 个 z = {€&kx} e 2, 定义 Tz := y, 其 中 y= 
{fj}， 二 /大 二 1，2，…, 则 了 T; 1 一 人 甩 且 了 是 一 个 紧 算 子 . 

证 明 人 显然 是 线性 算 子 . 若 z = {5k} E 如 , 则 y= {mm%} < 已 现 定义 
算 子 TT: 一 PP 如下: Tz= {6 €2/2, 1 bn/n, 0, 0, 1……}. 
容易 验证 ， 对 于 每 一 个 n, T 是 线性 算 子 . 因为 Th 的 值 域 是 有 限 维 的 ， 因 
此 由 定理 6.14(5) 知 Ti 是 紧 算 子 ， 此 外 ， 由 于 


十 2 十 oo 和 
IT-Tz = 7 m= ale 
大 一 mn 十 1 k=n+1 


Ea 
和 [ee So eh < iy 


k=n+l 
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对 所 有 范 数 等 于 1 的 x 取 上 确 界 ， 便 得 到 外 工 一 站 < 1/(n 二 1), 因此， 
Th 一 了 (n 一 十 00), 根据 定理 6.14(3) 便 知 了 是 紧 算 子 . 

下 面 这 些 结论 是 Riesz-Schauder 理论 中 关于 紧 算 子 的 特征 值 和 特征 向 

空间 部 分 的 结果 

定理 6.18 (Riesz-Schauder 理论 ) 设 X 是 复 Banach 空间 ， 了 : 
天 一 X 为 紧 算 子 ， 则 

(1) 了 的 非 零 谱 点 必 是 特征 值 ; 

(2) ) 车 a = 二 oo, 则 0ec(T); 

(3) o(T) 的 极限 点 只 可 能 是 0; 

(4) ee 入 关 0,. 令 从 = 和 AT-T. 则 人 的 零 空 间 ker(TA) 是 有 
限 维 的 ， 对 于 任意 的 自然 数 n 有 


dim ker(TX) < 二 oo， 


并 且 还 有 
{0} = ker(T) C ker(T}) C ker(T?) C 


进一步 ， 还 存在 一 个 自然 数 ko 1 (依赖 于 入 ), 使 得 
ker(T®) C ker(T\) C .… C ker(Tk°) = ker(TE) (k > ko), 
R(T) D R(T?) D+. > R(T™) = R(TE) (k > ko); 
(5) 当 入 Eo(T), 而 且 入 去 0 时 ， 必 定 存在 自然 数 no > 1 使 得 
X = ker(TRo) @® R(T™°), 


其 中 @ 表示 直 和 ， 并 且 值 域 R(TX") 为 闭 线性 子 空间 . 

注 人 Banach 空间 上 的 紧 算 子 T, ac(T) 有 三 种 可 能 性 ，(1) 
o(T) = {0}; (2) o(T) = {0.Al,Xa，…,Xnj; (3) o(T) = {0, Ai,X2… 
Xn 其 中 Xn 二 0. 

设 奈 是 赋 范 线性 空间 ，X* 是 X 的 对 偶 空间 ， 对 于 ZE X，f € X”， 
如 果 (jz) = f(x) = 0, 则 称 zx 和 f 是 相互 正 交 的 , 记 作 了 上 二. 

下 面 的 结论 是 Riesz-Schauder 理论 中 涉及 紧 算 子 了 与 T* 之 间 的 关系 
以 及 与 紧 算 子 有 关 的 算 子 方程 的 可 解 性 问题 . 

定理 6.19 (Riesz-Schauder 理论 ) 设 克 是 复 Banach 空间 ， 了 E 
玉 ( 关 ). 则 
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(1) o(T)= 0o(T"). 

(2) o(7T)(o(7T*)) 或 者 是 有 限 集 或 者 是 以 0 为 聚 点 的 可 列 集 ，o( 了 T 了 ) 中 
任 一 不 为 0 的 数 部 是 及 7T* 的 特征 值 ， 当 X 为 无 限 维 时 ， 则 0 一 定 属于 
o(T) 及 o(1™*). 

(3) 了 及 了 对 应 于 同一 非 零 特 征 值 的 特征 向 量 空间 有 相同 的 维 数 并 且 
维 数 有 限 . 

(4) 工 与 了 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 空 间 相 互 正 交 . 

(5) 设 入 头 0 是 任 一 复数 ， 则 入 是 工 的 正则 值 ， 当 且 仅 当下 列 两 性 质 
之 一 成 立 

(i) AT 一 人 是 单 喘 射 ， 

(ii) AT 一 工 是 满 喘 和 时. 

(6) 设 入 关 0 是 了 的 特征 值 ， 则 方程 


AT-T)r=y. 
有 和 解 ， 当 下 公 当 站 7 一 了" 的 零 空 间 下 交 ， 而 方程 
TT-T)f=9, 


有 解 ， 当 二 仅 当 g 与 和 了 一 了 的 零 空间 正 交 . 
86.3 ”Fredholm 算 子 


设 X 是 一 个 线性 空间 ，.U 为 六 中 的 一 个 线性 子 空间 , 对 于 z，y € X， 
当 工 一 ye 时 ， 则 称 x 与 yy 关于 AM 等 价 , 记 为 z 三 y(M), 把 关中 的 元 
按 这 种 等 价 关系 分 成 等 价 类 ， 包 含 元 Z 的 等 价 类 记 作 [z], 所 有 这 种 等 价 类 的 
集合 记 作 XML. 称 为 X 按照 A 的 商 空间 , 在 商 空间 X/AAM 中 以 自然 的 方 
式 引 进 加 法 与 祭 量 乘法 : 


1 


zj] + 加 
alx] = [axl, vréX, vaeC. 


[r+y, vr, y€X, 


于 是 X/AAT 形成 线性 空间 在 六 /3 中 定义 范 数 : 


lelll=inf{lr ml: me aA}=inf{lyll: y= r(M)}. 
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如 果 生 是 Banach 空间 ， 2 为 X 的 闭 子 空间 ， 则 X/A7 也 是 Banach 空 
间 . 

定义 6.20 设 久 和 部 是 Banach 空间 ，T EB(X,Y). 如 果 下 述 
三 条 成 立 ， 

(1) R(T) 在 立 中 闭 ; 

(2) a(T) = dim ker(T) < 十 2o; 

(3) 商 空间 Y/R(T) 是 有 限 维 的 , 也 就 是 3(T) = dim(Y/R(T)) < +x. 
则 称 了 是 Fredholm 算 子 . B(X,Y) 中 一 切 Fredholm 算 子 的 全 体 记 作 
下 (X,Y)， 特别 地 ， 当 半 = 时， 将 下 (.X) 简单 记 作 F(X). 车 TE 
FOX ,定义 ind(T) := a(T) - 3(T), 称 其 为 了 的 指标 . 

例 6.21 设 和 = 工 =12 了 : X 一 是 左 平移 算 子 ， 也 就 是 


Tr= (rz，zr3.、…)，YZ= (ZI1， IT2，…) EX 大 


(D 因为 R(T) 二 疡 一 X. 所 以 R(T) 是 闭 的 ; 

(2) 由 于 ker(T) = {(z, 0. …): TE€C}, 所 以 a(T) = dim ker(T) = 
1; 

(3) 因为 Y/R(T) = {0}. 因此 8(T) = 0. 故 了 是 Fredholm 算 子 , 而 
有 ind(T)=1. 

同 理 可 以 说 明 T* 是 右 平 移 算 子 ， 也 就 是 


T*z = (0,71.72,7), Vr = (21,72,.…°) €L, 


因此 7* € F(22), 而 且 ind(T*)= 一 1. 

一 般 地 ，T" € FF(12), ind(T") =n (n=1,2,.…), 以 及 (T*)" € F(12), 
ind((T*)") = —n(n = 1,2,.…). 

定理 6.22 设 久 是 Banach 空间 Te 天 (X),T 了 是 X 上 的 恒 等 算 
子 ， 则 了 工 + 工 是 Fredholm 算 子 ， 而 且 


ind(T + 7T) = 0. 


我 们 将 基本 结果 引述 如 下 . 

定理 6.23 

(1) Fredholm 算 子 了 的 对 偶 算 子 T* 也 是 Fredholm 算 子 ; 

(2) 设 针 和 Y 都 是 Banach 空间 , TE B(X，Y), 那么 了 是 Fredholm 
算 子 ， 当 且 仅 当 存 在 A1 e K(X)，A2z e K(Y), 以 及 Bl，B2 € B(Y, X), 
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使 得 
BT=I+A1, TB2=T+42; 


(3) 设 X, 了 和 都 是 Banach 空间 , Ti € B(X, Y), Ts€ B(Y, 2) 
都 是 Fredholm 算 子 ， 则 IE B(X，2) 也 是 Fredholm 算 子 ， 而且 


ind(TT1) = ind(T;) + ind(T1); 


(4) 设 X 和 都 是 Banach 空间 ，T EB(X，Y) 为 Fredholm 算 
子 ，4E 开 (X，Y), 则 工 十 全 仍 是 Fredholm 算 子 ， 而 且 


ind( + 4) = ind(7); 


(5) 设 X 和 Y 部 是 Banach 空间 TeB(X，Y) 为 Fredholm 算 
子 ， 则 存在 es > 0, 当 4€ 下 (X，7Y), 而且 上 4 <e 时， 三 +4 仍 是 
Fredholm 算 子 ， 而 且 


ind(T + 4) = ind(7). 


计算 Fredholm 算 子 的 指标 对 于 确定 算 子 方程 的 能 解 性 有 重要 的 理论 和 
应 用 价值 . 
例 6.24 设 有 单 输入 输出 线性 定常 系统 ， 其 开 环 输出 为 


十 2 
f(t) = 人 h(tjult—7)dr, t>0, (6.3.1) 


其 中 h(t) e ZI(-oo,+sc) 是 系统 的 脉冲 响应 函数 ，u(t) E L2([0, 二 00)) 是 
系统 的 町 入 函数 ， 积 分 算 子 天 : 72([0,+oo)) 一 L2([0, +00))， 


f(D) = (KW(t) = [rule 7)dr, t>0, (6.3.2) 


称 为 Wiener-Hopf 型 积分 算 子 ， 可 以 证 明了 = 了 + 天 是 一 个 Fredholm 算 
子 ， 而 且 还 可 以 证 明 


ind(T) = -去 arg(1 + Rh(w)) dw, (6.3.3) 


一 oo 


其 中 及 (w) 是 h(t) 的 Fourier 变换 ， 也 就 是 


城关 soOan wec. 


~ 
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令 B(w) =1+A(w)，arg @(w) 表示 @(w) 的 幅 角 ， 则 式 (6.3.3) 右边 的 积 
分 实际 上 表示 当 w 从 -oo 变 到 +oo 时 ， 函 数 $(w) 在 复 平面 C 上 绕 原点 
的 圈 数 . 

在 控制 理论 中 ， 这 个 结果 可 以 用 来 判定 反馈 系统 的 稳定 性 .在 反馈 系统 
中 ， 设 v 是 参考 输入 ， 是 误差 ， 则 


u(t) = v(t) — y(t) = v(t) — (Kw), t>0, (6.3.4) 
或 者 写 为 
vo() = (T+K)u() = Tu(). (6.3.5) 


闭环 系统 的 稳定 性 取决 于 算 子 了 是 否 有 有 界 逆 算 子 ， 对 于 实际 系统 ， h(t) 
是 [0, 十 00) 上 以 指数 衰减 的 某 个 连续 函数 ， 可 以 证 明 a(T) = 0, 于 是 ， 系 统 
的 稳定 性 归结 为 判定 

B(T) = -ind(T) = 0, 


是 否 成 立 的 问题 根据 (6.3.3), 这 就 相当 于 当 w 从 一 00 到 +co 变化 时 ， 
GB(w) = 1 上 +7(w) 在 复 平面 上 的 轨迹 不 绕 过 原点 ， 这 就 是 著名 的 Nyquist 判 
例 6.25 考虑 Fredholm 积分 方程 


b 
xz)-/ K(t, s)z(s)ds = v(t), te [a,d), (6.3.6) 


其 中 z，vEX=72([a, 可 )， 和 EC, 而 大 (t，s) 在 [a,59] x [a, 站 上 连续 ， 
定义 算 子 T: X 一 > 义 ， 


(Tz)(t) = [re s)z(s)ds, te la, 外 
则 了 是 紧 算 子 ， 对 于 积分 方程 (6.3.6), 可 以 用 算 子 方程 表示 为 
QI-T)z=7. (6.3.7) 
因为 全 是 紧 算 子 ， 则 Th = AT 一 人 是 Fredholm 算 子 . 如 果 入 Ep(T), 则 


方程 有 唯一 解 
z=(AT-T) wv. 
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如 果 入 E ca( 了 ), 而 且 入 关 0. 则 入 e op(T) 为 特征 值 ， 由 Fredholm 算 子 的 
定义 知 ， a( 了 ) = dim ker(T) = n < +cc. 无 妨 设 {zl，z2，…:，zn} 
是 ker(TA) 中 的 一 组 线性 无 关 的 向 量 ， 则 对 于 任意 的 全 E ker(T), 有 


n 
CE ak EC, KkK=1, 2, -.…, n. 


此 时 ， 根 据 能 解 条 件 ， 为 了 使 方程 (6.3.7) 有 解 ， 当 且 仅 当 "6E R(T) = 
ker( 卫 )+. 而 且 当 xo 是 方程 式 (6.3.7) 的 任 一 特 解 时 ， 则 其 他 解 可 以 表示 为 


n 
一 70 十 》 ak7k: ak EC. k=1, 2, 1 nn. 
k=0 


864 自 伴 算 子 


下 而 我 们 将 系统 研究 Hilbert 空间 上 几 类 特殊 的 有 界线 性 算 子 . 
定理 6.26 ” 设 和 六，}” 都 是 Hilbert 空间 ， 了 TE 已 (X,Y), 则 存在 唯一 
的 算 子 T* € B(Y, 久 ). 满足 


(Tr =(rTYx. VrexX, vyeY. 
证 明 对 任意 岗 定 的 y € 六, 定义 久 上 的 线性 泛 卫 py : X 一 下 ， 
Py(T) :二 (Tx.y), 容易 验证 wy 是 线性 的 ， 而且 
[eyo) tS Tzlllyl < Tz ly 
帮 py 是 入 上 上 的 有 答 线 性 泛 遇 ， py 上 < Ty 由 Riesz 表现 定理 
知 ， 存 在 唯一 的 元 素 U ws E 闵 . 使 得 对 于 任意 的 re XX， 
(Tx.y) = py(7) = (x.U py). 
由 于 U wy 由 wy 唯一 确定 ，ywy 由 y 唯一 确定 ， 故 U py 由 乡 唯一 确定 ， 记 
作 T*y. 则 T* 是 Y 到 XX 中 的 算 子 ， 并 且 对 于 任意 的 ZE，y EY, 有 
(TX.Y) = (x. Ty). 
现在 证 明 7T* € B(Y.X). 设 加 ，y2 EY a，B EF, 于 是 有 
(rT"(ay +9%)) = (Tr.ay+8y)=a(T7,y)+B(TY,y) 
= a(r.T*y) +8(r,T’ yo) 
= (raT*y +83T°y). 


第 六 章 。” 谱 理 论 “201 . 


由 的 任意 性 ， 得 到 T*(ayi 二 3y2) = aT*y1 十 3T*yo. 这 就 说 明 T* 是 
线性 算 子 .又 因为 对 于 任意 的 TE 义 ，y EY, 和 有 


lz T=1Ta ST Iiyl < Tz yh. 
若 取 z 二 T*"y EX 就 会 有 
17T*y < 1THT yy 


当 T*y 关 0 时 ，T*y < Thyil,7T*y = 0 时 显然 成 立 ， 所 以 上 式 对 
所 有 的 yeEY 成 立 ， 故 T* € B(Y,X), 而 且 上 TY < 天. 

下 面 证 明 T* 的 唯一 性 ， 如 果 还 有 算 子 他 : Y 一 义 , 使 得 对 于 任意 
的 EX，yEY, 和 有 


(eT) = (Ty) = (Ty), 


则 由 z 的 任意 性 知 ，TIy==T' 妈 故 T* = 
由 以 上 定理 ， 可 得 出 以 下 的 定义 . 
定义 6.27 设 X Y 都 是 Hilbert 空间 ， 了 TE B( 久 ,站 ), 满足 


(Tz,y) = (rTYy), VreX, vyeY 


的 唯一 的 算 子 T” 称 为 算 子 工 的 伴随 算 子 . 此 外 ， 若 也 二 7*, 则 称 了 是 自 
伴 算 子 . 若 TT* = 7T*T, 则 称 了 为 正规 算 子 . 若 了 二 7* = 7T2, 则 称 了 为 
投影 算 子 . 

注 在 本 书 中 ,对 于 了 E B(X,Y), 当 入 ,Y 部 是 赋 范 线性 空间 时 ， 了 了” 
是 指 了 的 对 偶 算 子 ， 当 X,Y 部 是 Hilbert 空间 时 ， T* 是 指 了 的 伴随 算 
子 . 根据 上 下 文 容易 理解 T 的 意义 ， 值 得 明确 的 是 ， 本 书 中 的 自 伴 算 子 都 
是 指 有 界 的 自 伴 算 子 . 

例 6.28 设 T: R" -一 Rm 是 线性 算 子 ,对 z= (6&1，E2. …， 人 n)T 


ER", y= Mm, i Nm) ER™, 有 
al am 1 Wh 
Ep ee 人 | 全 中 幸 
Qml “°° Qmn En TIm 


和 矩阵 4 = (aij)mxn 是 人 的 表示 矩阵 ， 若 内 积 用 矩阵 乘法 表示 ， 就 会 有 


(Az,y) = (4 rT) ly=7T ATy, (r.A*Yy)= rT A*y, 
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(AzW) = (A TATYy =7TA'y, vreR", reR"™. 
其 中 4* 是 T* 的 表 朱 矩阵 ， 所 以 A* = AT, 故 了 的 伴随 算 子 的 表示 矩阵 恰 
好 是 了 的 表示 和 矩阵 的 转 置 矩阵 了 

当 工 是 由 C” 到 Cn 的 线性 算 子 时 ， 4* = 下， 即 了 的 伴随 算 子 T* 
用 了 的 表示 矩阵 4 的 复 共 生 转 置 矩 阵 可 来 表示 .因此 可 以 得 到 ， (1) 设 
T: R" 一 > R" 是 线性 算 子 ， 则 了 是 自 伴 算 子 ， 当 且 仅 当代 的 表示 矩阵 
是 对 称 的 ， (2) 设 了: C" 一 C" 是 线性 算 子 ， 则 了 是 自 伴 算 子 ， 当 且 
仅 当 工 的 表示 和 矩阵 是 Hermite 和 矩阵 . 

例 6.29 设 T: Z2([fo.) 一 工 ([o. 引 ) 是 以 K(x,y) 为 核 的 线性 积 
分 算 子 ， 定 义 为 


Das= fx y) f(y dy, ver2(le,d). 
则 
人 DO= 人 Rdy 
证 明 对 于 任意 的 fg E L?([a, 趾 ), 因为 


b 
(Tf.g) = ( fs Wildsle)) 


b b 一 一 一 
fl a 5Gjdz 


= [fre. y) f(y gr) dydz 


= [iw Ww Kl(z, J 总 
= fo |f re mena, 
= fii) ,| fr +) oa 


人 f Kt. a 


所 以 ， 
b 
GO= { Kosjg dy vge rlo, W), 


注 当 Z2([a， 是 ) 为 实 值 函数 空间 时 ， 上 式 不 必 取 复 共 辆 . 

Hilbert 空间 中 的 伴随 算 子 具有 下 述 性 质 . 

定理 6.30 设 X,Y 和 Z 都 是 Hilbert 空间 . 如 果 T，S € B(X,，Y)， 
aeF, 则 

(1) P=1; 

(2) (T+S)*=T*+5": 

(3) (aT) =aT’; 

(4) T* = (7T")*=7; 

(5) 如 果 人 了 可逆， 而 且 了 -1 E B(Y，X) 为 其 着， 则 T* 可 逆 ， 而 且 
(7T*)-1=(T-1)*. 如 果 TEB(X, Y), Se B(Y,，2), 则 (ST)*=7*S"; 

(6) TH = 7 = T°TI?. 

证 明 

(1) 明显 成 立 ， 

(2) 对 于 任意 的 ZE X，2EY, 有 


tl 


(z,(T + 5)"y) ((T+5)72,y) = (Tz,y) + (Sr,y) 


(z,T*Y) + (7,S°Y) = (7,(T* + 5°)Y) 


由 2 的 任意 性 得 到 ， (T+ S)*y = (7T* 十 S*)y. 由 于 y 的 任意 性 ， 就 会 有 
(T+5)* =(T*+5*). 
(3) 对 于 任意 的 ZE X,yEY, a € F, 因为 


(z,(aT) 2) = (aTz,y) = al(z,T*y) = (7,aT"Yy), 


所 以 ，(aT)*y = 去 T* 这 就 推 得 (qT)* = 7T*. 

(4) 因为 (y,(T*)*z) = (T*y,7) = (y,Tz). 所 以 (7T*)*=T. 

(5) 由 人 可逆 知 TT!1 = Jy，T-1T = Ix. 对 于 任意 的 y,，y EY， 
则 有 


(TI TY) = Ty, Ty) = (TT YY) = (y,9). 
所 以 ，(T7*T*y =y， (TT1*T* = Jy. 又 对 于 任意 的 z， 2zZ' EX 有 
(z,T* (TD 2) = (Tz,(T71)* 7) = (Tl1T zz)) = (2,7): 


所 以 ，T* (TI1)* 2 二 zx， T*(T-1)” = Ix. 因此 T* 有 道 , 而 且 (T*)-1= 
(T-1)*， 由 Banach 逆 算 子 定理 可 以 知道 了 -1 存在 时 必定 是 有 界 的 ， 故 
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(T71)* 也 有 界 ， 因 而 (T*)-! 有 界 . 由 于 Te B(X,Y),，S € B(Y,2), 从 
而 有 
STEB(X.Z). (ST) € B(Z,X). 
进而 ， 对 于 任意 的 XE 六 .> EZ 有 
0 站 开 和 人 


由于 zx。 > 的 任意 性 ， 故 (ST)* = T* 5S*. 

(6) 对 于 任意 的 ve 天. jz < 1. 我 们 有 7zl2 = (Tx,Tz) = 
(TTx,7) < T°*Tzll lz < HT*TH < IT TH 所 以 12 < HT*TI < 
TIN 从而， JI < TI. 但 是 工 = T”*, 利用 7* 代替 人 可 以 得 到 


NT < T= TH 内 此 ， TH = 
给 出 下 面 的 定理 ， 但 略 去 其 证 明 . 
定理 6.31 


(1) 设 六 是 Hilbert 空间 , TE€ B(X).T=7T*, 则 |TI = sup{l(Tz,2)|: 
zi = 1}. 特别 地 ， 若 对 于 任意 的 TE 有 ，(Tx,z) =0, 则 T=0. 

(2) 设 X 是 复 Hilbert 空间 ，T € B(X). 

(i) 车 对 于 任意 的 TE 针 有 ，(Tz,7) =0, 则 了 T= 0; 

(ii) 工 为 自 伴 算 子 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 zE X，(Tz,z) 为 实数 . 

(3) 设 X.Y 部 是 Hilbert 空间 ，T € BCX,Y), 则 

(i) R(A)+ = ker(T*): 

(ii) R(A) = ker(T*)+: 

(ii) R(T")+ = ker(T): 

(iv) R(T*) = ker(T)+. 

定理 6.32 设 工 是 Hilbert 空间 关上 的 自 伴 算 子 ， 则 

(1) 工 的 特征 值 都 是 实数 ， 并 且 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 互 相左 
父 ; 

(2) 存在 点 列 {Zn} 路 n= 1, 使 得 对 于 任意 的 mE N, 满足 (AT 一 
T) zn 二 0(n 一 十 20). 其 中 入 = 首开 二 (或 一 开外) 

证 明 

(1) 车 Tzr= 和 zz 关 0. 因为 


和 lz 有 = (Tr.7) = (x,T7) = XM(r,7) = Xr, 
所 以 入 = 入 , 这 说 明 入 是 实数 .再 车 Ty 二 jy, 而且 4 关 入 则 


A(rY) = (TrID = (7,TY) = (ry = (7,Y), 
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因此 ， (x,y) = 0. 
(2) 因为 了 是 Hilbert 空间 X 上 的 自 伴 算 子 ， 从 而 有 


T= sup{|(Tx,7z)|: zeX， |zll=1}. 


这 就 意味 着 存在 点 列 {yw}. 上 yn 有 二 1 满足 |(Tyn,yn)| 一 上 TH 考虑 到 
点 列 {(Tyn,yn)} 是 实数 ， 因 而 存在 {yw} 的 子 列 {zn}, 使 得 (T zn, zn) 一 
中 开外 或 了 rayzn)》 已 一 上 TH 设 入 = TH( 或 一 TT ), 使 得 (T zn, zn) 一 
入 (mn 一 +00), 则 


Tan = Azra? = Tw ll? + A ea) 2A(T ra, zn) 
< TFA -2A(Trn, zn) 
= 2 和 2— 2A(T wnizn} 
=» 2 和 2 一 2 和 =0( 一 十 oo). 


所 以 ，1Tz 一 入 zn| 一 0 一 +00). 
定理 6.33 设 六 是 复 Hilbert 空间 ，T e B(X) 为 自 伴 算 子 . 则 o(T) 
是 实 的 ， 而且 


1 
= :EX : 
HAI-T lS ilelh YreX, MecC, InA#0 


进一步 知 ，o(T) C im， 和 ， mM € oo(T)，or(T) = 0, 其 中 
m= inf (Tx,7z)，AM = sup (Tzx,7X). 特别 地 ， 


lzll=1 lzll=1 


1TH= max{lml,lM|} = 全 由 1(T zx, 7)|. 
zll=1 

定理 6.34 设 了 是 Hilbert 空间 入 上 的 紧 自 伴 算 子 ， 则 了 TT (或 
一 17) 是 工 的 特征 值 . 

证 明 当 工 = 0 时 是 平凡 的 . 假设 T 卫 #0. 由 于 了 是 紧 的 , 根据 前 一 定 
埋 ， {zn} 中 存在 子 列 {zni}, 使 得 {Tzni} 收 和 分， 但 是 了 zw 一 入 znk 一 0， 
所 以 {zmwx} 必定 收敛 于 某 个 ro E 怀 . 因为 上 zn | = 1, 我 们 知道 |zojl = 1， 
因此 ,方程 了 x = 和 x 有 一 个 非 平 凡 解 ， 入 是 了 的 特征 值 . 

推论 6.35 ”假设 T 是 Hilbert 空间 X 上 的 紧 自 伴 算 子 ， 则 存在 某 个 
特征 向 量 Yo € 站 , 使 得 最 大 值 


max{|(Tz.7)|: zeX zl=1)} 
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存在 并 且 等 于 || 王 外, 进而 还 知道 与 特征 向 量 zo 所 对 应 的 特征 值 是 ‖ 工 || 或 
-Tl 

对 于 有 限 维 情形 ， 自 伴 算 子 了 所 对 应 的 矩阵 是 对 称 阵 4, 对 称 矩阵 4 可 
以 通过 正 父 变换 对 角 化 ， 对 角 线 上 的 元 素 对 应 着 4 的 特征 值 . 这 些 性 质 将 被 
推广 到 无 限 维 的 情形 . 

定理 6.36 ( 紧 自 伴 算 子 的 谱 定理 ) 设 代 是 Hilbert 空间 X 上 的 紧 自 
伴 算 子 ， {Xn} = o(T) - {0}, {Xn} 能 够 按 绝对 值 从 大 到 小 的 顺序 排列 如 
下 ，| Ai| >| Xe| > …., 而 且 An 一 0(n 一 +oo), {en} 是 对 应 于 {Xn} 的 
特征 向 量 构成 的 的 标准 正 交 系 ， 则 对 于 任意 的 > e XX, 有 


十 oo 
Tr= > 和 An (T, En)en. 
n=1 
由 谱 定 理 可 以 推 知 下 述 择 一 性 定理 . 
定理 6.37 ( 择 一 性 定理 ) 设 了 是 Hilbert 空间 六 上 的 紧 自 伴 算 子 ， 考 
虑 X 中 的 下 述 方程 
(AIT—-T)z=y. 


著 入 关 0 不 是 了 的 特征 值 ， 那 么 ， 对 于 任 一 y € 区 ,方程 存在 唯一 的 解 
r=(AI-7)-y. 


若是 了 的 特征 值 那么， 方程 存在 解 ， 当 且 仅 当 4 上 ker( 和 7 一 了 ), 在 这 
种 情况 下 ， 方 程 的 解 具有 如 下 形式 : 


T=70+ 3 Qk ek， 
k=1 

其 中 zo 是 方程 的 任意 一 个 特 解 ，{e1，e2，…，en} 是 特征 空间 ker( 和 1 一 T) 
的 标准 正 交 基 ， {ak}? 是 任意 的 复数 . 

作为 谱 定理 的 应 用 ， 我 们 给 出 算 子 值 函数 f(T 了 ) 的 意义 . 

定理 6.38 设 T 是 可 分 无 限 维 Hilbert 空间 X 上 的 紧 自 伴 算 子 ， 人 
的 特征 向 量 {en} 构成 了 XX 的 标准 正 交 基 ， 与 {en} 相对 应 的 实 特征 值 为 
{Xn}. 假设 函数 了 : o(T) 一 C 使 得 极限 lim f(An) 存在 ， 则 算 子 


jJ(T)z= 》 J(An)(z,en)en， 


n=1 


第 六 章 。” 谱 理 论 * 207 . 


有 定义 , 并 且 当 lim Jj(An) = 0 时 ，f(T) 是 紧 的 . 当 f 是 实 值 函 数 时 ，f(T) 
是 自 伴 的 . 

证 明 由 于 极限 lim f(Xn) 存在 ,可 以 令 lim f(An)=c, 记 p=f -6 
则 有 p(Xn) 一 0(n 一 +oo), 所 以 ， 算 子 


十 co 


¥(T) z= 29p(n) (zen)en， 


n=1 
有 定义 ， 并 月 是 紧 的 ， 由 于 


大 


大 大 
> (An) (zen)en = > ep(An) (zen) en 十 c (zen) en 
m=1 


m=1 n=1 


= p(T)r+cIr(k = +00), 


对 于 任意 的 ZE 及，f(T)z = p(T)z+cIz 有 定义 又 因为 


十 co 
frz= 5 FO (zsen) em, 


n=1 


因此 ， 若 f 是 实 函 数 ， 则 f(T) 是 自 伴 的 . 

定义 6.39 设 义 是 Hilbert 空间 ，{P}(-oo < 入 < +oo) 是 空间 XX 
上 的 一 族 投影 算 子 ， 而 且 满 足下 面 的 条 件 : 

(1) 对 于 任意 的 -oo < 入 <h<+oo 和 zeEX, 有 


(Pz,7) < (Pz, 7). 


(2) 号 关于 入 在 算 子 强 收敛 意义 下 右 连 续 ， 也 就 是 说 ， 对 于 任意 的 
》Xo E (-oo,+oo) 和 zeEX, 有 


IPBz- Pozl 一 0(A 一 人) 
(3) 对 于 任意 的 ZEX, 有 


Alim Pzrl=0, lim |Pz -rl=0. 


则 称 投影 算 子 族 {P : 入 E (-co,+co)} 构成 空间 X 中 的 一 个 谱 族 或 谱 
系 . 如 果 {P : 入 E (cc, 十 00)} 是 空间 XX 中 的 一 个 谱 族 ， 而 且 存在 实数 
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a <b. 使 得 当 和 <a 时 ， 六 =0. 当 bz<A 入 时， 及 = 了 则 称 {PA} 为 区 
间 [a，6] 上 的 谱 族 . 

定义 6.40 设 {及 } 是 在 区 间 [a， 相 (-2 < a < 8 < +2o) 上 的 谱 
族 ，f( 入 ) 是 区 间 [a， 相 上 的 连续 随 数 ， 对 区 间 [a， 的 任 一 划分 A : a= 
MA<A<AM<.<h=b. 记 dA)= ,I 一 入 -11, 作 空 间 
B( 半 ) 中 的 和 式 


S(A) = Df (Ps — PB), Ek € [Mri Xk), 
k=l 
如 果 存 在 X 上 的 有 界线 性 算 子 ,使得 对 于 任 给 的 。> 0, 始终 存在 6 > 0， 
当 划分 A 满足 d(A) < 5 时， 不论 5k 如 何 选取 ， 在 空间 B(X) 中 总 有 


N15(A) -TI < =: 
则 称 算 子 工 是 (和 ) 对 于 谱 族 {PA} 的 谱 积 分 . 记 为 
b 
六 过 f(adP. 


如 果 {PA} 是 (一 20, 十 XX) 上 的 谱 族 ，f( 和 ) 是 (一 20, 十 00) 上 的 连续 函数 ， 
f(A 和) 对 谱 族 {全 } 的 谱 积 分 定义 为 (车 存在 时 ) 


十 cc N 
大 Ad 及 = wm fdP, 
其 中 上 上 式 的 极限 在 空间 B(N) 中 依 算 子 范 数 进行 . 

定理 6.41( 自 伴 算 于 的 谱 分 解 定理 ) 设 六 是 Hilbert 空间 全 是 区 
上 上 的 自 伴 算 子 ， 则 存在 区 间 (一 x 十 20) 上 的 谱 族 {PA} 使 得 


到 二 / AdP. 
3 


其 中 右 端的 积分 是 指 谱 积 分 ， 它 依 算 子 范 数 收敛 

注 “定理 6.41 中 的 谱 分 解 公式 将 自 伴 算 子 表示 成 投影 算 子 的 无 限 线 性 
组 合 ， 但 投影 算 子 是 非常 简单 ， 而 且 是 容易 处 理 的 一 类 算 子 ， 因 此 谱 分 解 定 
理 具 有 重要 的 理论 价值 ， 它 对 于 研究 自 伴 算 子 是 一 个 有 力 的 工具 - 

下 面 给 出 紧 自 伴 算 子 的 谱 分 解 定理 . 
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定理 6.42 ( 紧 自 伴 算 子 的 谱 分 解 定理 ) 设 工 是 Hilbert 空间 X 上 的 
紧 自 伴 算 子 ，{An} = cl(T) 一 {0}, {Xn} 能 够 技 绝对 值 从 大 到 小 的 顺序 排列 
如 下 : |Aijl > |》Xz| 二 -而且 An 一 0(m 一 二 oo), 肠 是 了 对 应 于 Xn 的 
特征 向 量 空间 上 上 的 投影 算 子 ， 则 了 可 以 表示 成 下 列 级 数 的 和 : 


+o0 
TE) NB 
n=1 


其 中 上 式 右 端的 级 数 在 算 子 强 收敛 意义 下 收敛 . 
注 定理 6.42 和 定理 6.36 是 紧 自 伴 算 子 谱 定理 的 两 种 形式 . 


86.5 下 算 子 


设 X 是 一 个 Hilbert 空间 ，T 了 € B(X) 是 自 伴 算 子 ， 若 对 于 任意 的 
ZEX, 恒 有 (Tzz) 过 0, 则 称 了 是 正 算 子 , 记 作 了 工 >0. 若 1 SeBX) 
是 自 伴 算 子 ， 而 且 了 全 一 S > 0, 则 约定 了 > 9. 

有 关 正 算 子 的 性 质 和 结论 收集 在 下 面 的 定理 中 ， 而 略 去 其 证 明 ， 

定理 6.43 设 X 是 一 个 Hilbert 空间 ，7T,5,T),T2,…,S1,52,.……€ 
B(X) 是 自 伴 算 子 ， 则 


(1) TgT,; 

(2) 车 T<T,Ti<T, 则 TT; 

(3) 若 T<5,S<T, 则 有 T=5; 

(4) 若 <51,T2 < 52, 则 有 Ti+T2< Si+ 52; 

(5) 若 T<5,a>0. 则 有 aT <as; 

(6) 车 ,< Sn,n = 1.2.…… 则 有 li Tn< ip Sn, 其 中 极限 是 


指 按 算 子 强 收敛 

(7) 若 两 个 正 算 子 了 和 3 可 以 交换 (TS = ST), 则 TS 是 正 的 ; 

(8) 若 工 是 正 的 紧 算 子 ， 则 存在 唯一 的 正 紧 算 子 4, 使 得 42 = 人; 

(9) 如 果 了 是 复 Hilbert 空间 和 上 的 正 算 子 ， 则 存在 唯一 的 正 算 子 
4EB(X), 使 得 42=T(4 称 为 了 的 正平 方 根 ). 特别 地 ， 若 Se B(X) 
与 人 可 换 ， 则 S 也 与 4 可 换 ; 

(10) 车 {Th} 是 单调 增加 算 子 点 列 且 以 5 为 上 界 ， 即 


ss 
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则 {Tn} 强 收敛 于 某 个 自 伴 算 子 4, 而 且 4 < S. 车 {Th} 是 单调 减少 算 子 
点 列 且 以 5 为 下 界 ， 则 {Th} 强 收 和 分 于 某 个 自 伴 算 子 4, 而 且 4 > 5. 

定理 6.44 设 算 子 了 是 Hilbert 空间 X 上 的 正 算 子 ， 则 存在 正 数 Xo 
和 区 间 {Ao, +co) 上 的 谱 族 {PA} 使 得 


+eo 
家 二 和 Ad 户 . 
》o 


此 外 ， 对 任意 实数 a, 定义 算 子 了 的 分 数 圭 Te 为 
+ 
IT” = MX dP. 
a 


则 T* 也 是 正 算 子 . 

例 6.45 设 人 是 Hilbert 空间 X 上 紧 的 正 算 子 ， XX 的 标准 正 交 基 
{en} 由 工 的 特征 向 量 构成 ， 与 {en} 相对 应 的 正 特 征 值 是 {An}. 我 们 定义 
如 下 的 算 了 : 本 

VvTzr= D3 VM (7, en) en. 
n=1 


根据 定理 6.38, 算 子 VT 是 紧 自 伴 算 子 ， 下 面 说 明 ( VT)? = T. 对 于 任意 
的 ZE 六 ,我 们 有 


(ye 


$F Vs (VEz,en) en 
n=1 


Sm (> VK eon) ones) 本 
k=l 


n=1 


= YT (VE) en)e, 
n=1 
= Tz, 


所 以 ，(V 下 )2 = 工 . 

例 6.46 设 工 是 Hilbert 空间 瓦 上 的 紧 自 伴 算 子 ， 妞 的 标准 正 交 基 
{en} 由 了 的 特征 向 量 构成 ， 与 {en} 相对 应 的 特征 值 是 {Xn}. 将 了 的 谱 
co(T) 分 解 成 两 个 不 相交 的 部 分 ct = {An} 和 02 = {Ans}, 也 就 是 


o(T) = {Mn} = {Nm} U {Xn} = 01 U02. 
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我 们 在 o(T) 上 定义 如 下 的 两 个 函数 Xl 和 x2， 


1， 入 Eal， 1，AE co2， 
Xi(A) = xz(A) = 
0， 和 AE oo2. 0, AEal. 


也 就 是 说 Xi 和 x2 为 集合 cl 和 o2 的 特征 函数 ， 算 子 x1(T) 和 x2(T) 为 


+% 
X(T) z= DAM) (2,en) en = 》 (zen)eni， 
n=1 nl 
十 2c 
xa(T)z = 》 Ya(Xn) (zen)en = > (zena) ens. 


n=1 na 
令 Hi = span{en} 和 有 2 = span{ens}, 那么 Xi(T) 和 x2(T) 是 Hi 和 
HH2 上 的 起 交 投 影 ， 由 于 Hl 和 2 正 交 ， 所 以 Xi(T) x2(T) = 0, 但 由 于 
{en} 是 H 的 一 个 林 ， 因 此 Xi(T) + Xz(T) = 了 这 就 说 明 了 的 谱 分 解 对 应 
于 Hilbert 空间 互 的 一 个 正 交 分 解 ， 即 


H= \u(T)(H) ® x2(T)(H). 


注 这 一 点 任 系 统 的 稳定 性 分 析 和 控制 工程 中 是 很 重要 的 ， 
86.6 ”Hilbert-Schmidt 算 子 


定义 6.47 设 X 是 一 个 可 分 Hilbert 空间 ，T 是 X 到 其 自身 的 线性 


算 子 ， {en} 是 X 的 一 个 慰 准 正 交 基 ， 如果 3 Tenll? < 十 00; 则 称 了 为 


n= 


Hilbert-Schmidt 算 子 . X 上 的 全 体 Hilbert-Schmidt 算 子 构成 的 集合 记 
作 B2(X). 对 于 TE B2(X)， 令 


+o0 1/2 
TH := 人 lof?) ; 
n=] 


把 Tl 称 为 工 的 Hilbert-Schmidt 算 子 范 数 . 
定理 6.48 设 X 是 一 个 可 分 Hilbert 空间 ， 了: 六 一 义 是 一 个 线 
性 算 子 ， 则 
(1) 了 是 了 ilbert-Schmidt 算 子 , 当 且 仅 当 T* 是 一 个 Hilbert-Schmidt 
算 子 ; 
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(2) Bs(X) c B(X): 

(3) Hilbert-Schmidt 范 数 确实 是 B2(X) 上 的 范 数 ， 而 且 Hilbert- 
Schmidt 算 子 范 数 不 依赖 于 X 中 标准 正 交 基 的 选择 ; 

(4) 若 TE Bs(X),S € B(X), 则 TS.ST € Bs(X), 而 有 TSIs < 


1TH2 lsh, lsTHl 生计 SHE- 


证 明 
(1) 因为 
十 oo 十 oo 
I7TB = 二 ITenl? = 2 > Teoem)P 
n=1lm=1 


od 
= le T*em)] = re = 
m=1 


n=lm=} 


所 以 结论 成 立 . 
(2) 任 取 让 € Bo(XX). 对 于 任意 的 TE XX, lizl=1, 有 


lzrzje = ire ea) = 和 leTeeo) 
n=!1 n=1 
< re = T= 


因此 ， 17 = 
(3) 设 {en} 是 站 的 另 一 个 慰 准 正 交 基 ， 则 


十 20 
2 Te 


n=1 


sup Txll < TIlz. 故 Ba(X) Cc B(X). 
zj=1 


十 cc 十 oc 


守 半 ITesen) 


n=1lm=1 


1 


十 ce 十 oo 


= 5 5 leTren) 


n=1lm=1 

十 ce 十 co 
= 和 IT"en 有 = > NTenll?. 

m=1 n=1 


此 即 说 明 Hilbert-Schmidt 算 子 范 数 不 依赖 于 标准 正安 基 的 选择 
(4) 设 TEe Bo(X).S € B(X). 因为 
十 xc 十 2c 
DlTSenl? = > 13 Ten| 


n=] n=1 


De 


n=1 


第 六 章 。 请 理论 213 


十 cc 66 
Do lsTesll? < sp? Do NTent? = NSW TE 
n=1 n=1 
因此 ， old Ud he he 
定义 6.49 设 X 是 -个 可 分 Hilbert 空间 ，7T,S € Ba(X)、{en]} 为 
X 的 一 个 标准 正安 基 .， 定义 
十 oo 


(人 3 
n=1 

称 ( 3)2 为 工 和 3 的 Hilbert-Schmidt 内 积 . 此 定义 与 太 中 标准 正 父 
基 的 选择 无 关 . 

下 面 仪 给 出 有 关 结 论 ， 而 略 去 其 证 明 . 

定理 6.50 设 X 是 一 个 可 分 Hilbert 空间 ， ER(X) 是 X 上 全 体 有 
限 秩 算 子 的 集合 Oe EX 上 全 体 紧 算 子 的 集合 ， 则 

(D ( (Ba(X), (",")2) 是 一 个 Hilbert 空间 ; 

(2) FR(X)C Bu(X). 而 且 在 Hilbert-Schmidt 算 子 范 数 下 ，FR(X) 
在 Ba(X) i 

(3) Bsa(X) CC K(X): 

(4) TT: 久 一 义 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 ， 当 且 仅 当 人 是 紧 


算 子 ， 而且 入 X2 < +oc, 其 中 {As} 是 正 的 紧 算 子 (T*T)M2 的 全 体 特 入 


n=1 1/2 
什 此 时 有 Ila = ( 袜 总 ) 


定义 6.51 设 互 是 及 上 的 有 限 或 无 限 的 区 间 ， 大 是 已 x 已 上 的 一 
元 昂 数 ， 以 人 为 核 的 积分 算 子 定义 为 
GoOo= 上 Krutdt, vreE, wer(E). 
E 


若 kEL2(E x), 即 
ll =/ /ld Pardt < +oo， 


则 L2(E) 上 以 上 为 积分 核 的 积分 算 子 称 为 Hilbert-Schmidt 积分 算 
子 . 对 于 满足 条 件 k(z,t = 人 (t,z) 的 核 k(x,t) 称 为 对 称 核 . 
注 积分 算 子 由 积分 核 唯一 确定 ， 即 如 果 对 于 任意 的 we L?(), 有 


J xe Dudat= fh ud an 
E E 
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则 大 一 妨 . 
定理 6.52 Hilbert-Schmidt 积分 算 子 K 是 有 界 的 且 上 KK | 大 | 
定义 6.53 设 f，gEL2(E), 定 义 f 与 g 的 张 量 积 J@g 为 


(f 239) (x.y) = f(z7) g(9), VvV(z,y) EExE. 


则 f@ygeL(ExE). 

定理 6.54 车 {en} 是 L2() 的 标准 正 交 基 , 则 {em@ 杯 } 是 L?(ExE) 
的 标准 正 交 基 . 

证 明 内 为 


I 


(€j SB,em © En) 


[fon ndedt 


oa oz)d zen) a dt 


Hl 


(€j, Em) (En, Ek) = 6jm kn, 


ll 


所 以 {em 名 本 }】 是 一 个 标准 正 交 系 ， 下 面 说 明 它 是 一 个 标准 正 交 基 ， 假 设 
有 E 72( 巨 x 巨 ) 使 得 对 于 任意 的 自然 数 mm 有 : (kem @ 桓 ) = 0, 则 对 于 
任意 的 自然 数 m,n, 我 们 有 

0 = fre t)em(z) ett dzdt 
[. [fr entdat mt) ds 
JE LV 


[x en) (7) EmlT) dz = (K en em), 


ll 


其 中 是 具有 积分 核 上 的 积分 算 子 . 由 于 {em} 是 一 个 标准 正 交 基 ， 从 而 对 
于 任意 的 ne N, Ke = 0. 央 此， 天 是 堆 算 子 ， 又 因为 Hilbert-Schmidt 
算 子 由 它 的 积分 核 唯一 确定 ， 故 上 = 0, 这 就 说 明 {em @ 本 } 是 L?2(E x E) 
的 标准 正 父 基 . 

定理 6.55 Hilbert-Schmidt 积分 算 子 是 紧 算 子 . 

证 明 设 人 ezZ2(Ex 巨 ) 是 Hilbert-Schmidt 算 子 的 积分 核 ， 则 


+x 上 +co 
k= (k,em @ 杯 )em®@ 本 
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而 且 | 天 | < RI. 令 
M N 
gMN = 》 Dk,em®Ei)em® i, 
m=1n=1 
那么 以 gar w 为 积分 核 的 有 限 秩 算 子 Car N 按 算 子 范 数 收敛 于 及 , 所 以 天 
是 紧 算 子 . 
定理 6.56 KK: L2(E) 下?() 是 L2(E) 上 的 Hilbert-Schmidt 算 
子 ， 当 且 仅 当天 是 L?(B) 上 的 Hilbert-Schmidt 积分 算 子 ， 等 价 地 说 ， 若 
KK 是 [2(E) 上 的 Hilbert-Schmidt 积分 算 子 和 {en} 是 L2(E) 中 的 标准 下 
交 基 ， 则 
二 20 
DNK en < +o0. 
n=1 
另 一 方面 ， 若 天 e B(L2(E)) 使 得 对 于 工人 (已 ) 的 某 个 标准 正 交 基 {en} 满 
足 


十 oo 
DK en < +ooc， 


那么 天 是 Hilbert-Schmidt 积分 算 子 . 
证 明 设 {en} 是 [2(E) 的 标准 正 交 基 ， 从 而 能 够 构成 L?( 忆 x 忆 ) 的 
标准 正 交 基 {em @ 本}. 如 果 天 有 界 ， 根 据 Parseval 等 式 可 得 


十 oo 十 co 


Hix en = 3 D1(Ken,em) be. 


n=lm=} 
若 上 EL?(E x 万 ), 直接 计算 得 到 (k,em @ 杯 ) = (KK en,em). 因此 


十 ec 十 ce 十 co 


DKenl = 5 1k,em® =k < +oo. 


n=1 n=} m=} 
另 一 方面 车 入 Ken < +eo, 则 
n=] 


二 so +x 


》 D1(k,em 8 < +eo， 


n=1 m=1 


所 以 ， > 3 (Kenyem) em@ 杯 在 L(x 世 ) 中 收 全 到 某 个 上 使 得 上 具 


n=1m=1 
有 Fourier 系数 (k,em @@ 豆 ) = (K en,em). 故居 是 一 个 具有 积分 核 上 的 
Hilbert-Schmidt 算 子 . 
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注 此 定理 表明 映射 = :大 一 天 是 工 (Ex 巨 ) 到 B(Z2( 互 )) 的 一 个 
等 距 同 构 映射 ， 即 对 于 空间 >(E) 上 的 任 一 Hilbert-Schmidt 算 子 KK, 一定 
存在 上 EL2(E x 巨 ), 使 得 信 有 如 下 的 积分 表示 


Ku)(lrz) = kr.t t)dt. 
(Rn) = rtrd al) 

定理 6.57 (Hilbert-Schamidt) 设 太 是 L?(E) 中 具有 对 称 核 的 Hilbert- 
Schmidt 算 子 ，{en} 是 天 的 所 有 非 零 特 征 值 {An} 所 对 应 的 特征 函数 构成 


的 标准 正 穴 系 ， {An} 能 够 按照 绝对 值 从 大 到 小 排列 | 和 1| > 1A2| 之 ……， 而 
且 An 一 0() 一 十 20). 则 


+ 
人 = >》 ,Mlen)en Vue L2(E). 


n=1 


注 车 {入 } 在 某 一 自然 数 no 之 后 全 为 堆 ， 则 0 就 是 特征 值 ， 当 然 也 
有 和 0(n 一 十 cc). 

例 6.58 设 妃 =Z2([0.1). 考虑 具有 积分 核 (zt) = zt 的 积分 算 子 
天 . 出 于 积分 核 是 对 称 核 ， 所 以 天 是 自 伴 的 ， 再 由 于 对 任 一 4 € 五, 都 有 


(Ku)(r) = 三 rtult)dt= (fnan) A 


因此 ， 天 是 1 秩 算 子 和 天 ( 瓦 ) 是 由 耳 数 T(x) = Zz 生成 的 1 维 子 空间 ， 又 


因为 ， 
主人 2dzr 二 二 
i7T] =-/ 1 dr=3 
这 表明 >i(z) = V37 是 一 个 标准 特 钼 蝗 数 ， 用 天 去 作用 可 以 得 到 


1 1 
(KzD)(r) = [rate= fadat he) 
/ 


= A df pi(z) = $1(z). 
所 以 入 = 1/3 是 唯一 的 非 零 特征 值 ， 因 此 ， 我 们 得 到 
1 


olK)= op(K)= 位 引 本 


和 | 
Ku= 3 (WP) vu€H. 


又 由 十 十 上 大 中 之 一 必定 是 特征 值 ， 所 以 外 玉 外 = 1/3. 
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86.7 西 算 子 
定义 6.59 设 和 是 Hilbert 空间 如 果 了 Te B( 关 ) 满足 下 列 两 个 条 


(1) 工 是 等 距 的 ， 即 对 任 一 ze X, 有 |Tzll=jz 业 

(2) 工 是 满 映 射 ， 则 称 了 为 酉 算 子 . 

定理 6.60 设 X 是 Hilbert 空间 TeB(X), 则 

(1) 如 果 了 为 西 算 子 ， 则 (Tzx,TYy) = (z,); 

(2) 了 为 西 算 子 ， 当 且 仪 当 T*T=TT* = 大 

(3) 如 果 卫 是 Hilbert 空间 X 上 的 自 伴 算 子 . 令 
T=(T-iND(T+iN), (6.7.1) 


则 人 是 西 算 子 ，1 go( 人 DD) 而且 T=i(1+ 人 (1 一 他; 
(4) 如 果 全 为 西 算 子 ,而且 1¢o(T). 令 
T=i(I+ 人 F)(I -人 )-!, (6.7.2) 
则 了 为 自 伴 算 子 . 
证 明 
(1) 当 六 为 实 Hilbert 空间 时 ， 有 
(Tz.Ty) = $IT(+), T(r +))— (T(z —Y),T(z —))] 
= [I(r+y,rt) (ry ro] = (ey). 
当 和 为 复 Hilbert 空间 时 ， 有 
(Tx,Ty) = [T(r+W),T(z+)) (T(z —Y),T(z—))] 
+ [T(z +iy), T(z +iy)) — (T(z iy), T(z iy) 
= [z+yr+D) (ry —y)] 
+ [(z +iy,z +iy) — (z —iy,z—iy)] 


= (7,Y). 
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(2) 充分 性 的 证 明 ， ”由 于 T*T= 了 对 任 一 了 EXX, 有 
{Tz = (Tr.Tr)= (TTr.z) = (x,7) = zl?. 
又 由 TT* = 了 工 可 知 ，T 是 一 个 满 映 射 ， 所 以 了 是 西 算 子 . 
必要 性 的 证 明 . 设 了 是 酉 算 子 . 对 任意 的 Zz,，yE 六 ,有 (T*Tz,y) = 
(z; 妇 ,所 以 对 任 一 2 EX. 我 们 有 7"Tx = zx. 于 是 7T*T= 了 7. 由 西 算 子 的 
定义 可 知 ， 了 有 有 界 逆 算 子 T-1. 因为 T* =T*(TT7!) = (IT T)T-1 = 
-1 从 而 有 了 T* = 1. 因此 ，TT* =TT-1= 工 
(3) 因为 二 ie p(T), 所 以 (TT 土 这 )-1€ B(X). 因而 ， 个 是 入 上 的 有 
界线 性 算 子 ， 任 取 EE 下 . 则 
HTtiDz) = Tr ti(z.Tr) Fi(Tr,7) + (7,7) 
= 1Tz 人 要 十 上 中 
因此 ， 首 -iDzl=IT+iDzl 苦 令 = (TT 十 这)-1z, 则 有 
Tr? = (Ty -iy.Ty—iy)= (Ty+iy,Ty +iy) 
= (T+iDyl? = lell>. 
故 全 是 等 距 的 . 由 (6.7.1) 可 知人 (T+i7)z = (TT 一 iDz, 所 以 全 将 T+i 
的 值 域 映 成 一 i7 的 值 域 ， 因 为 了 是 自 伴 的 ， 士 i 都 是 了 的 正则 值 ， 故 


人 士 i7 的 值 域 部 是 空间 六 .也 就 是 说 全 是 满 映射 ， 所 以 人 是 西 算 子 . 
保持 7.y 的 意义 ， 由 == (T+i1)y， Tr= (TT 一 i1)y 得 到 


(T+)x = 2Ty. (一 全 xz = 2iy. 


因为 车 (T 一 个 六 = 0, 则 y = 0. 进而 z= 0， feat 从 而 (1 一 及- 
定义 于 R(T 一 全 ) = RUT+iD-1 = D(T) 上 ， 并 且 有 


到 -和 et 
= i(T+D)(T-D)-! 
(4) 容易 验证 下 是 站 上 的 有 界线 性 算 子 ， 因 为 
T* = -i(I-P*)-1(I+?) 
= -i -f+ 人 DY) 
= -i(F- 11(T+D)=7, 
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所 以 了 是 自 伴 算 子 . 
定理 6.61 (Plancherel) ”对 于 任何 的 TE L?( 一 00, 十 00), 令 


0 =- 启 ta (6.7.3) 
227 oo 
Gao= 志 三 et, r(w) dw. (6.7.4) 


则 T， 全 都 是 丁 算 子 并 且 了 = 全. 
注 (6.7.3) 称 为 x E L2( 一 00, 十 00) 的 Fourier 变换 ， 而 (6.7.4) 称 为 
ZT EL2(-o0, 二 20) 的 Fourier 逆 变 换 ， 并 且 有 o(T) = {1， 一 1，i， 一 i). 
定理 6.62 设 闵 为 复 Hilbert 空间 ， 了 为 入 上 的 西 算 子 ， 则 存在 
[0，27] 上 的 谱 族 { 肪 } 满足 Pn = 0, 并 且 使 得 


T 二 sd 
0 


此 外 ， 凡 是 与 工 可 以 交换 的 算 子 均 与 六 (0 和 入 < 27) 可 以 交换 . 
例 6.63 考虑 Volterra 积分 方程 


-st s)z(s)ds=v(t), te la, 中 (6.7.5) 


其 中 zx，vEX=C([la, 9])， 和 EC，K(t，s) 在 [a，9]x [a，9] 可 测 ， 
并 且 满 足 sup ,| 天 tt s)| = < +oo. 当 给 定 入 和 时 ， 方程 是 否 有 解 
a<ts< 


并 且 唯一 ? 
下 面 利用 有 界线 性 算 子 谱 理论 进行 研究 .定义 算 子 卫 : 一 > 站 为 


)= Kt s)z(s)ds，te [ao， 串 . 


因为 


i 


ITzll sup A sup 


te[a,b te[a,b] 
(b—a) Ml zl, 


[x se s) 


I 人 


所 以 TE B(X), 定 义 T": 六 一 为 


t 
aoO=/ Ku(t，s)z(s)ds，te[lo， 咱 ， 
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中 对 于 任意 的 自然 数 n. An(t。，s) 定义 为 


b 
_ K(t. r)Kn-i(r, s)dr, a<se<t<b, 
其 他 . 
其 次 ， 我 们 归纳 地 证 明 


M1 (t — a)" 


i (6.7.6) 


1 
JR aldss 


因为 
/ [Kilt. s)lds< M(t -a), 


而 假设 (6.7.6) 成 立 ， 则 


salds 于 了 fxn) tr) Knlr,s)dr| ds 
< na 
farf itn ns) las 


9 t MAI™ (一 a)” fn+1 (t 之 ， a)™t! 
= uf nT dr= [CE 


所 以 (6.7.6) 成 立 ， 从 而 有 


t 
17T™I = sup Trll= sup sup f rate, s)z(s)ds 
llzll=1 jzl=ltefo ' /a 
t | n/p on 
< sup /At 引 | ds< Mb a) 
telab}! /a n: 


由 谱 半 径 定理 6.11 知 ， 了 的 谱 半 径 为 
i » M(b-a) 
r= hp VI i 


因此 ， 入 = 0 是 工 的 唯一 谱 点 ， 入 去 0 都 是 工 的 正则 值 积分 方程 (6.7.5) 
可 以 写 为 


QT-T)r=¢. 


第 六 章 ” 谱 理 论 


当 入 关 0 时 ， TM 有 有 界 逆 ， 并 且 由 定理 6.6 知 


2 t+% Tn 
ROA;T)= (1-7)-1= > 
n=0 


n 


+o0 
所 以 , 方程 (6.7.5) 有 唯一 解 == 民 mrT 7 
n=0 


和 n+l 
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87.1 Banach 空间 上 的 Bochner 积分 


将 通常 勒 贝 属 积分 的 概念 推广 到 Banach 空间 中 , 初步 体会 Hahn-Banach 
定理 、 共 鸣 定 理 等 结果 的 应 用 . 

在 本 节 中 ， 设 (Q.8B.1) 是 一 个 有 限 测度 空间 ， X 为 Banach 空间 . 

定义 7.1 设 f: 2 一半 . 如 果 存 在 zx EX, Ek € B,k=1,2,...,n 
并 且 对 于 任意 的 半天 让 Ei 阁 Ei = 0. 使 得 


的 二 > TENE(7). YrEQ, 
人 =1 

其 中 XE 表示 Ek 的 特征 因数 ， 则 称 了 为 简单 函数 . 

定义 7.2 设 卫 : QQ 一 六 .如 果 存 在 一 列 简单 卫 数 { 认 } 使 得 在 Q 上 
几乎 处 处 有 

Am | Atz) — F(x) =0, 

则 称 f 是 强 可 测 函 数 . 

如 果 f.g 强 可 测 ， Q. 了 是 标量 ， 则 af + 39 也 强 可 测 ， 如 果 {内 } 是 
强 可 测 是 数 ， 则 f = Am 太 也 是 强 可 测 的 . 

下 而 给 出 Bochner 积分 的 定义 . 

定义 7.3 

(1) 设 太 : 9 一 民 为 简单 男 数 ， 则 广 的 Bochner 积分 定义 为 


/ J(Ddnal0:= Den(ENE), vEeB. 
JE | 


(2) 如 果 了 : QQ 一斑 是 强 可 测 遂 数 ， 简 单 肖 数列 { 反 } 几乎 处 处 强 收 
敛 于 f, 则 f 的 Bochner 积分 定义 为 


/ran = lim ff)ant), vEesB. 
E k++ EE 
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注 (2) 的 定义 是 合理 的 ， 容 易 证 明 {fan)} 是 基本 点 列 而 且 


(Dawn 与 几 和 处 处 强 收 代 于 了 的 简单 洒 数 列 {x} 的 选取 无 类， 痊 
强 可 测 ， 则 f 为 Bochner 可 积 ， 当 且 仅 当 上 | 有 | 是 可 积 的 . 

Bochner 积分 具有 与 通常 勒 贝 格 积分 类 似 的 若干 性 质 . 设 B(Q, XX,4) 表 
示 由 有 限 测度 空间 (2,8.1) 到 Banach 空间 X 的 Bochner 可 积 乓 数 全 体 
构成 的 集合 ， 则 B(Q, 久 ,1) 也 是 一 个 Banach 空间 ， 其 上 的 范 数 定义 为 


Wh = /VONan). 


其 中 对 堆 测 度 集 上 取 值 不 同 的 两 个 男 数 不 加 区 别 . 
类 似 地 ,对 于 了 > 1 可 以 定义 BP(Q,X.H), 其 中 的 元 1: 9 一 六 是 强 
可 测 的 ， 并 且 使 得 /NONPdntD) < + BO XI 中 的 范 数 定义 为 


Up (ft nl)) 


其 中 对 有 零 测度 集 上 取 值 不 同 的 两 个 是 数 不 加 区 别 ， 则 B?(Q, 义 ,1) 也 是 Ba- 
nach 空间 ， 特 别 地 ， 当 p= 2 和 X 是 一 个 Hilbert 空间 时 ， B?(Q,X, 4) 
是 一 个 Hilbert 空间 ， 其 中 的 内 积 定义 为 


(9 = 0,9 adn). 


下 面 仅 给 出 一 些 相关 结果 ， 但 略 去 其 证 明 . 

定理 7.4 

(1) 设 /ge B(Q.AX.J, 则 对 于 任意 的 标量 ,8 有 ，af(t) +Bg(t) E 
局 (Q,X,y0 而 县 对 于 任意 的 已 E B, 有 


JoyO+aoDldnn 全 of san0+8 fs) dan). 
(2) 设 f.9€ B(Q.X.10). 车 f(t) 和 g(t) 仅仅 在 等 测度 集 上 不 同 ， 则 
fran0= fs)an), vEeb. 
3 已 
(3) 设 fe B(O,X,J. 则 


上 /rano|ls [Wolan). vees. 
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(4) 设 {Bk} 是 8 中 一 列 两 两 不 相交 的 可 测 集 ， 互 = Ui Bk 和 
Je B(Q.X OO. 则 有 


十 oo 
/roan0= >h fl dult), 


中 求 和 表示 强 收敛 意义 下 的 极限 . 
(5) 设 / € B(Q.X,1), 对 于 任何 。 > 0, 恒 存在 6 > 0, 当 Ee 


B,n(E) < 5 时 ， 有 
[oaxg < = 


(6) 设 X,Y 都 是 Banach 空间 ， 了 全 是 怀 到 了 的 闭 线性 算 子 ， 若 
fe B(Q,X,h) 而 且 Tf€ B(Q, YA 则 有 


7[/ Jadnt] = 人 rrOang VEe5. 
特别 地 ， 若 Te BOXY) ,FeBQXA 则 Te B(Q,Y,p), 而且 
rT|/.s0 Jant0)| = 人 77oant， vEes. 


定理 7.5 (控制 收敛 定理 ) 设 (9,B5,y) 是 有 限 测度 空间 ，X 是 Ba- 
nach 空间 . 若 {内} 是 Bochner 可 积 的 , 并 且 对 二 任意 的 自然 数 上 ，||7(b|| < 
F(t) aie.， Yt € Q， 其 中 F(t) 是 Q 上 的 实 值 勒 贝 格 可 积 函 数 而 且 
Wim ln(O 一 了 (DI = 0,ae. 在 9 上， 则 对 于 任意 的 已 e Bf 在 如 


上 Bochner 可 积 而 且 
ran0= wm 人 AOdnt 


定理 7.6 (Fubini 定理 ) 设 (Qi, Ba) 和 (Q2,B2, 12) 是 两 个 有 限 测 
度 空 间 ， 记 它们 的 乘积 测度 空间 为 (Qi x Q2. Bi x B2, jp x Ha). 车 h(t, s) 
是 Di x RQ。 上 的 Bochner 可 积 函 数 ， 则 


=/ h(t. s) d 2(s), sls)=/ h(t, s) d p(t), 
N2 ma 


分 别 在 Q1 和 92 上 几乎 处 处 有 定义 ， 并 且 有 
人 aadm ee 人 [weaawa| da 人 


人 [aeaoang dp2(s). 
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87.2 ”Banach 空间 上 的 微分 


Banach 空间 上 的 微分 学 常常 应 用 于 在 某 些 约束 条 件 下 对 泛 函 求 极 值 或 
称 为 优化 问题 . 它 是 泛 限 分 析 在 自动 控制 和 系统 工程 中 应 用 的 一 个 重要 方面 . 

木 节 给 出 Banach 空间 上 微分 学 的 基本 框架 .介绍 两 种 最 基本 的 微分 . 
一 种 是 Gateaux 意义 下 的 弱 微 分 ， 它 是 高 等 数学 中 方向 导数 概念 的 推广 . 
另 一 种 是 Fréchet 意义 下 的 强 微分 ， 它 是 全 微分 概念 的 推广 ， 本 节 将 介绍 这 
两 种 微分 概念 及 其 相关 性 质 ， 这 些 内 容 是 无 限 维 空间 微分 学 的 基础 ， 其 基本 
思想 是 将 非 线 性 算 子 局 部 线性 化 ， 等 价 地 说 就 是 ， 设 X,Y 是 实 赋 范 线性 空 
间 ，U 是 XX 的 开 集 ，f : 也 一 及 rzoeU. 人 们 希望 能 够 找到 有 界线 性 算 
子 了 : XX 一 Y 满足 


f(x) ~ f(z0) + T(z 一 zo)， 


其 中 了 接近 z0. 

弱 微 分 的 概念 定义 如 下 . 

定义 7.7 设 义 ,Y 是 实 赋 范 线性 空间 , U 是 X 中 的 开 集 , 了: 世人 一 并 
Zo EU,h E XX. 如 果 极 限 


Df(zxo,h) := lim Jo 一 Je 


存在 ， 则 称 Df(zo,h) 为 f 在 xo 处 沿 方向 hh 的 弱 微 分 或 Gateaux 意 
义 下 的 G 微分 , 简称 为 弱 微 分 或 G 微分 . 如 果 f 在 zo 处 沿 任何 方向 
he XX,Df(ro,h) 都 存在 ， 则 称 f 在 zo 处 弱 可 微 或 G 可 微 . 

如 果 f 在 zo 处 G 可 微 ， 而且 Df(zo,h) 关于 hh 是 有 界线 性 的 ， 也 就 
是 说 存在 Df(zo) e B( 和 X,Y), 使 得 


Df(zoh) = [Df(zolh, VvhexX, 


中 B(X,Y) 表示 从 关上 到 站 中 的 有 界线 性 算 子 全 体 构成 的 赋 范 线性 空 
间 ， 此 时 ， 称 f 在 zo 处 弱 可 导 或 Gateaux 意义 下 G 可 导 , 称 Df(zo) 
为 了 在 zo 处 的 G 导 算 子 或 者 G 导 函 数 , 简称 G 导 算 子 或 者 G 导 卫 数 . 
如 果 了 在 上 每 一 点 G 可 微 ， 则 称 了 在 [ 上 G 可 微 . 如 果 f 在 U 上 每 
一 点 G 可 导 ， 则 称 在 U 上 G 可 导 . 
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例 7.8 
(1) 考察 R? 上 的 泛 汕 f: R2 一 Ri1 


-| 可 于 好 ”因果 *= (hza) 关 (0,0)， 


0. 如 果 z= (zi,z2) = (0,0)， 
则 有 
(th1)?ths 
TT 2 
i 多 —f(0) _ jm (th + (th2) 
t=0 t=0 
h?ho 
+ 
即 太 在 点 ro = (0.0) 处 沿 着 有 = (有 ,hz) 方向 的 G 微分 为 
四 
Df(xo.h)= 至 十 三、 


(2) 考察 R2 上 的 泛 男 了: 了 2 一 Ri 


2 


7 bo MT es, 如 果 z = (z1, zz) 关 (0,0)， 
到 + 


0， 如 果 z = (zl,z2) = (0,0)， 
则 有 有 
(th1)?th2 
thi + thz 十 一 一 p 
lim 00+ 二 (0) lim (hy + (th2) 
t—0 t=0 


= 各 +hat 
hi+h2" 


即 f 在 点 zo = (0,0) 处 沿 着 有 三 (有,h2) 方向 的 G 微分 为 
h?ho 
hi + hz" 
(3) 考察 R 上 的 实 蝗 数 1: R" 一 Rl. 设 {ex: 上 =1,2,.…,n} 
表示 R” 通常 的 标准 正 交 基 、 则 f 在 点 x 处 沿 着 ex 方向 的 G 微分 为 


(Tl kl, Tk + ml Zn) ss f(z1,:*:, zn) 


Df(xo.h)=hi+t+hzs+ 


Df(z,er) = lim 
-= 9f(z) 


pk 
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例 7.9 设 万 是 实 Hilbert 空间 考察 及 上 的 泛 函 /: HH 二 Rl， 
f(z) = lzll, 则 和 有 


lz+ | = lzll 


lim {z+ th) — fz) = lim 
t=0 1 t=»30 
lz + thll? — llzll? 

En ED] 

(z+th,z + th) — (x,7) 


= ln rm +i 
) 
) 


二 本 站 2 (x,th) + (th, th 
t=0 t(|[z + thll + lz 


所 以 ， 当 了 天 0 时 ， 了 在 点 工 处 沿 着 及 方 向 的 G 微分 为 
(G0 
lzll 

定理 7.10 设 X,Y 是 实 赋 范 线性 空间 ，U 是 X 中 的 开 集 ，zo EU， 
heX. 令 L={r: r=r0+th,0<t<1} 且 设 LCU. 

(1) ”如果 泛 函 f: U 二 Ri! 看 工 上 G 可 微 , 则 存在 9e (0,1), 使 中 
值 公式 


Df(z,h) = 


f(ro+h)— f(r0) = Df(zo +0h,h) 


成 立 . 
(2) 如果 算 子 f: U 一 在 工 上 G 可 微 ， 则 存在 06€ (0,1), 使 
式 成 立 : 
f(zo+h)— f(zo)ll < Df(zo + Oh,h)ll. 


(3) 如果 Y 是 Banach 空间 ，f: UY 在 L 上 G 可 微 . 令 
w(t) = Df(zo 十 th,h) 在 [0,1] 上 连续 ， 则 


1 
f(zo+h)— f(z0) = [ v(t) dt. 


时 
其 中 人 (tdt 是 向 量 值 沽 数 w(t) 的 Riemann 积分 
证 明 (1) 设 F(t) = f(zo 十 专 ),0 <t<1, 则 容易 看 出 是 [0,1] 
ee 由 高 等 数学 中 的 微分 中 值 定理 知 ， 存 在 9 < (0, 1), 使 得 
eh = F'(9). 但 是 F(t) = Df(zo 十 th,hh), 因此 ， f(zo 十 hh) 一 
f(r0) = 3 (zo 十 Oh,h). 
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(2) 由 Hahn-Banach 定理 , 对 f(ro 十 hh) 一 f(z0) EY, 存在 y* €Y*， 
满足 要 求 上"|= 1, 而 且 大 (fF(zo+ 站 一 jzo)) = 由 (zo 二 有 一 了 (zo) 川 现 
在 ， 对 泛 函 F(z) = y*(f(z)) 利用 (1) 的 结论 ， 我 们 知道 存在 9 € (0,1) 使 
得 

F(xo+h)— F(ro) = DF(ro + Oh,h), 
注意 到 DF(z,h) = yr*(Df(r.h)), 由 上 式 即 得 
f(zoth) = fro) = vlf(zoth)— f(ro)] = F(zo+h)— F(zo) 
DF(xo +0h,h)= (Df(ro + Oh,h)) 
< vlliDf(ro + Oh,h)|| = Df(zo + 0h, A)). 


外 


(3) 对 任意 的 六 E 六 考察 0(t) = 六 (了 (zo 十 th)), 根据 假定 9(t) = 
站 (f(zot+th)) 在 [0.1 上 可 微 , 而且 9(t)= (Df(rot+th,h)) = (w(t)) 
在 [0,1 上 关于 t 连续 ， 出 高 等 数学 中 微 积 分 基本 定理 可 得 


y (f(ro+h)— f(z0)) = 0(1) — ¢(0) 


和 f sat 
J0 


rprtm + th,n))dt 
0 


(f ore 汉 ai = 六 (f vad) 4 


利用 yr 的 任意 性 和 Hahn-Banach 定理 的 分 离 性 可 得 


1 1 
froth) -f(r0) =/ Djlzotth nat= 人 vt)dt. 


注 

(1) 当 f 在 U 上 的 每 一 点 处 具有 G 导 算 子 时 ， 一般 来 说 ，Df 是 从 
U 到 B(X,Y) 的 非 线性 映射 . 

(2) 当 Df(zo) 存在 时 ， 我 们 有 


f(zo+th) - f(r0) = Df(ro)th + w(zo,h,t), 


其 中 当 zo, h 国定 时 ， 
lim 0. 
t 一 0 


wroh,t) _ 
二 二 二 
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一 般 情况 下 ， 这 个 极限 关于 | = 1 不 是 一 致 的 . 

(3) 定理 7.10(1) 的 结论 对 一 般 映 射 不 一 定 成 立 . 假设 f: C 一 C， 
f(z) = ,将 C 看 成 实 二 维 空间 . 易 见 Df(z.h) = exh, 取 zo = 0,h = 27i, 
f(xro+h)— f(r0) =0， 
Df(zo+Oh.h)=e".2ri#0, 0<0<1， 

因此 
f(ro+h)— f(ro) # Df(zo + Oh,h). 
(4) G 可 时 并 不 能 列 涵 连续 . 
例如 ， 泛 也 有: R2 全 及 f(z) = 乔 ,72 关 0;J(0) = 0. 对 于 任意 的 


& 


he R?, 有 Df(0,h) = 0. 因此 ，f 在 0 点 G 可 导 , 但 了 在 0 点 不 连续 . 
定理 7.11 设 X 是 实 赋 范 线性 空间 ， 泛 函 了 :X 一 及 在 2zo 点 取得 
极 大 值 或 极 小 值 ， 而 且 f 在 xo 点 G 可 导 ， 则 Dj(zo) = 0. 
例 7.12 ”考察 泛 函 了: C([0.1) 一 及 ， 


f(a) = feel) + u(t)?) dt. 
0 
计算 得 到 
3 
oj- 人 (t+ 2u(t))h(t) dt. 
0 
因此 ， 对 于 极 小 值 点 一 定 有 
Df(u.h) =0, Vvhe Cc(o,). 


特别 取 AD = 上 十 2u(b, 则 有 + 二 2u() = 0. 所 以 ，u(t) = 一 上 
定义 7.13 ” 设 X, Y 是 实 赋 范 线性 空间 ，U 是 X 中 的 开 集 ，j: 
U 五. 如 果 存 在 有 界线 性 算 子 Te B(XX, 了 ), 使 得 当 疡 E X,zo 十 尹 E U， 
有 十 0 时， 有 
f(ro +h)— f(z0) = Th + o(llhll), 


其 中 o(Ihll) 意味 着 
olllal) _ 


nso al 


则 称 f 在 ro 处 下 可 微 , 而 且 称 Th 为 了 在 zo 处 的 下 微分 , 记 作 df(zo,hh). 
这 时 称 工 为 f 在 zo 处 的 下 导 算 子 , 记 作 df(z0) 或 (zo0). 如 果 f 在 U 
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上 每 一 点 都 可 微 ， 就 称 了 在 局 上 下 可 微 . 称 刀 : 可 一 召 (XY) 为 了 
的 下 导 映 射 (或 FE 导 函 数 ). 若 导 映射 f' 在 点 zo 处 连续 ， 则 称 算 子 了 在 
点 zo 处 连续 可 微 . 

注 

(1) 如 果 了 在 ro 处 下 可 微 ， 则 必定 G 可 微 ， 而 且 


Df(zo,h) = f'(zo)h. 


反 过 来 不 一 定 成 立 . 
(2) 设 了 在 zo 处 上 可 微 , 则 了 在 zeo 处 连续 ， 等 价 地 说 就 是 


di (ro + -fo = 0 


例 7.14 

(1) 设 X,Y 者 是 实 赋 范 线性 空间 , 对 于 任意 的 ze X, f(z) 三 yo EY， 
则 (x) 三 0. 

(2) 设 X,Y 都 是 实 赋 范 线性 空间 Te B(X,Y), f(z) = Tz，z € X， 
则 f(x) 三 工 . 

(3) 设 X 是 实 Hilbert 空间 ， jz) = jizjl, 则 当 ro 关 0, 六 一 0 时 有 


f(ro+h)— f(ro) = lzot+hll ollzoll 

lzo + hl? — lzoll? 
lzo +hll+ lzo 
2(ro,h) + lal? 
[lzo + hll+ Mzoll 

(zo/ zoll, h) + oA). 


因为 X* 三 X, 因此 户 (zo) = zo/llzoll. 

一 般 地 , 车 f: UCX 二 R 在 TEUV 处 下 可 微 ， 则 将 疡 (z) < X* 称 
为 了 在 z 点 的 梯度 , 通常 记 为 VjJ(z). 因此 ， 当 X 是 实 Hilbert 空间 时 ， 
有 


所 


四 


VYlzl= zr/llzl，0 关 ze 区 
(4) 设 X 是 实 Hilbert 空间 ，T e B(X) 是 自 伴 算 子 ，f(z) = (z,Tz) 
是 由 了 决定 的 二 次 泛 苹 ， 则 当 九 忆 0 时 有 
f(zo+h) = (T(zo+h),zo+h) 
= f(z0) +2(Tzo,h) + o(llall). 
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因此 ， f(z0) = Vf(z0) = 2Tzo- 
例 7.15 设 映射 f: R" 一 Rm 定义 为 


Yi = fi(z1,…, Tn), 


ym = fm(T1,* ,Tn), 


其 中 工 二 (Zi ,Zn) € R",y 二 (1,…,ym) € 及" 由 定义 容易 知道 了 
在 zo 处 下 可 微 等 价 于 每 个 方 : Rn 一 及: 按 高 等 数学 中 的 意义 在 zo 处 
可 微 . 对 h= (hl,…,hn) E R", 


df (zo0,h) = (dfi(zo,h),..., dfm(zo, h)). 
由 通常 多 元 函数 的 微分 法 有 


dfj(z0,h) = WE 十 … 十 0s, 


9. of 
2 ee fen) 


9f1(zo) Qfm(To) 
-6 a 
这 就 是 相应 于 有 的 Jacobi 押 阵 . 


例 7.16 设 太 =k(t,s.4) 和 针 是 定义 在 [0,1] x [0,1] x(-co,+oo) 
上 的 实 值 连续 函数 ， 考 察 C({0, 1]) 到 自身 的 积分 算 子 : 


UO = {kless, (sds. 
证 明 f 在 zo € C([0,1]) 处 的 下 微分 为 : 
IonaO = 上 2 
证 明 由 于 
Ji szato + (5) — k(t sz0()) - EB) hls) 


了 | 十 gh(s)) _ | h(s)d q| 


从 而 可 得 


h(s)ds. 


Ou Ou 
Il | 十 9h(s)) _ Ok(t sz0(3)) 


IA 


db， 
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因为 维 在 |0,1] x [0.1] x (一 2c,+oc) 的 紧 子 集 上 一 致 连续 ， 故 可 以 知道 
二 式 最 后 一 个 积分 当 | 一 0 时 关于 +t.s 一 致 地 趋 于 0. 令 


Th(t) = 人 ES S05) (qs he C([0,1)), 
/0 
即 得 
f(ro+h)— f(ro)— Th 
1 
max / Bee + h(s)) 


oilJo 
—Kk(t. s.rxo(s)) 一 $a)] ds 
= om. 


由 此 可 以 看 出 f(z0) = 了. 

定理 7.17 设 入 .》” 和 2 均 为 实 赋 范 线性 空间 ，f,g: XX 一 Y 了 在 z 
处 下 可 微 ，h: 下 Z 在 y= f(x) 处 下 可 微 ， 则 

(1) 对 任意 常数 a, 了 .af 十 Bg 在 zx 处 下 可 微 而 且 


(af + 39) (x) = af'(z) + Bg'(z). 
(2)( 链 规则 ) hof: XX 一 Z 在 Zz 处 下 可 微 而 且 
(hof)(z)= A (f(z))o f(z). 
证 明 (1) 是 明显 的 ， 下 面 仪 证 明 (2). 对 we X,v EY, 有 
f(r+u) = f(r) = [f(r = wr,u) = olllull), 


h(y+ 8) —h(y) — [A (Wh = k(y,v) = ollvll). 


这 意味 着 有 
wz Ko 


lim = lim 
lull0 lull lvli=0 ol 


取 避 三 [f(T)ju 十 w(z, 册 ). 由 于 f(z) 线性 有 界 ， 当 jjuj| 一 0 时 ， 我 们 便 得 
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到 |lvll 一 0. 于 是 


(hof)(z+u) — (hof)(z) 
= h(f(z+w))— (ho f)(z) 
= hf(r) + [f(t wr,w)) — (f(r)) 
= h(f(z)+v)—h(f(z)) 
= [A(f(z)) + Rk(y,v) 
= hy)o f(z)ut hy)w(zr,u) +k(y,v). 


因为 凡 (y) 是 有 界线 性 的 ， 从 而 有 (vy)w(z,t) = oljlul|). 又 由 于 


y, vu)| 要 lf'(z)u 十 (za 
y Mul 


( 
| 
此 人 ea (Pa + ee 
< el. (WN+ 人 ll) 


< oD(F'(z)N + oD)), 
但 因为 | 7"(z)l| 是 有 限 的 ， 可 得 


人 (olls olllul). 


因此 ， 
hof(z+h)—hof(z)— A (f(z))o f(z) = 人， 
由 此 可 以 看 出 ，hof 在 了 处 下 可 微 ， 并 且 其 了 导数 为 
(hof)(z) = A(f(7))o f' (7). 


现在 ， 我 们 来 指出 两 种 微分 概念 的 关系 . 

定理 7.18 

(1) 设 X,Y 是 实 典范 线性 空间 ， 了 : 六 一 了 ,了 在 z 处 F 可 微 的 充 
分 必要 条 件 是 f 在 z 处 G 可 导 ， 并 划 极 限 


hi U(r + th) = fe) = [D/C], 
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关于 人 = 1 一致 地 成 立 ， 此 时 ， f(x) = Djf(z). 
(2) 设 了 在 开 集 L 【GG 可 导 并 且 映 射 U 一 B(X,Y): 了 工人 
Df(z),r EU, 在 zo 点 连续 ， 则 玫 在 zo 处 F 可 微 . 
证 明 (1) 充分 性 的 证 明 .， 任 给 。 > 0, 由 假设 存在 与 || = 1 无 关 的 
5 > 0, 使 得 当 | < 6 时 ， 有 


| etth) -f= D/O)N) <= 


记 hi ==th, 于 是 ， 当 上 hil| < 6 时 ， 就 有 
f(z + hi) — F(x) — [DF(a))h < liall. 


又 因为 Df(z) € B(X,Y). 因此 f(x) 存在 , 而 且 f(x) = Df(z). 
必要 性 的 证 明 . 设 三 在 z 处 下 可 微 ， 则 对 于 任意 的 = > 0, 存在 6 > 0， 
使 得 当 jh < 5 时 


f(r +h) = f(r) — F(z)hl < elliall. 
对 于 如 三 1 当 上 <6 时 ， 由 以 上 不 等 式 得 
|iue 十 th) 一 (zj] 一 7 < elnll = <. 
从 而 于 [F(z 二 th) 一 了 (x)] 关于 的 一 至 极限 为 1(z)h. 显然 这 就 说 明 在 
工 处 下 可 导 . 


(2) 任意 给 定 = > 0. 由 Df(z) 在 zo 点 连续 可 知 ， 存 在 6 > 0, 使 得 当 
rEU 且 上 一 zoll <6 时 ， 有 


sup Df(z)h— Df(zo)hll < e. 
inll=; 


因此 ， 利 用 中 值 定 理 (定理 7.10(3)) 知 ， 当 人 | < 6 时 ， 对 任何 | = 1 有 
f(ro + th) — f(ro) ~ Df(zo)thll 


i 1 1 
[A Djlrot stnthds— [/ Df(zo)thds 


< Mf ND/(zo+ sth)h ~ Df(eo)hlds 


< ltle. 
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由 (1) 可 得 ， 了 在 zo 点 处 下 可 微 . 
下 面 的 例子 说 明 弱 可 微 不 一 定 F 可 微 . 
例 7.19 考察 R? 上 的 泛 函 f: R? 一 R1, 定义 如 下 : 


v1 rat Ts, 如 果 工 = (zl,z2) 天 (0,0)， 
0, 如 果 z = (zl,z2) = (0,0). 


因为 
1372 
| 了 十 T2 | < 2 
由 此 可 知 了 在 (0,0) 点 连续 ， 令 及 = (hi,h2), 则 在 (0,0) 处 沿 方向 及 的 G 
微分 等 于 


tla, 


thi Eh 他 ta 
1 2 
in LFA) -AO in (fh) + (tha)? 
t=0 t 一 0 
= hi+h», 


即 了 在 点 zo = (0,0) 处 沿 着 及 = (hi,h2) 方向 的 G 微分 为 

Df (zo,h) = hi + hz, 
但 是 ， 如 果 令 hz = 胎 , 则 有 | = (h 十 如 )1/2 = (h? 十 用)1/2, 因 页 
(h) — f(0) ~ Df(0.h) hi3h2 


li 度 li 
Alo lall Wao Ch + nn + ha?) 2 


lim hs 
Pe i 
Mao an (m2 + hr) 


0, 


{ 


I 


从 而 了 在 (0,0) 处 不 是 下 可 微 的 . 
57.3 ”高 阶 微 分 与 泰勒 公式 


在 高 等 数学 中 ， 为 了 弄 清楚 隐 数 在 某 点 的 局 部 性 质 ， 需 要 讨论 它 在 该 点 
的 高 阶 导 数 . 类 似 地 , 为 了 更 进一步 了 解 非 线 性 映射 在 某 点 的 局 部 性 态 , 我 们 
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需要 研究 它 在 该 点 的 高 阶 导 映射 ( 导 算 子 ). 本 节 主 要 介绍 高 阶 微分 的 概念 ， 
并 在 此 基础 上 来 建立 泰勒 (Taylor) 公式 . 

为 了 定义 高 阶 微分 ， 首 先 引入 多 重 线性 算 子 的 概念 . 

设 Xk, 大 = 1,2,.…,n 是 赋 范 线性 空间 , 具有 范 数目 ,上 == 1,2,… ,nn 
我 们 用 羡 Xk 来 表示 Xk 的 乘积 空间 ， 并 且 在 二 Xk 上 赋予 如 下 范 数 ; 


llzl= DO Hzxli vr= (zza wzn) EX 
k=1 


则 在 此 范 数 下 I Xk 是 赋 范 线性 空间 又 设 了 是 另 一 个 赋 范 线性 空间 并 且 
=1 


具有 范 数目 -|y, 了 :可 Xk 一. 如 果 了 (zz2…zn) 中 任意 向 定 其 中 
1 


n 一 1 个 变 元 时 , T 了 关于 剩 下 的 一 个 变 元 是 线性 的 , 即 就 是 说 T(Z1,72,… ,Tn) 
对 每 个 变 元 zk 都 是 线性 的 ， 我 们 就 称 了 为 n 重 线性 算 子 . 如 果 存 在 常数 
JM > 0 使 得 当 (z1,Z2,…'.ZXn) EX 时， 有 


1T(zaz2 rn) < Alzalallzall ln 


则 称 7 是 有 界 的 mn 重 线性 算 子 . ; 
用 B(X1,X2,…, Xn;Y) 表示 从 也 Xk 到 了 的 n 重 有 界线 性 算 子 人 


体 构成 的 空间 ， 对 每 一 个 Te B(X1, 2,… ,Xn;Y), 定义 了 的 范 数 为 
上 = sup{llF(zayz2 zajly :llzxll 1 k=1,2,..,n}. 


利用 数学 归纳 法 ， 容 易 证 明 ，nn 重 有 界线 性 算 子 空间 B(X1, X2,…, Xn;Y) 
按照 通常 的 线性 运算 以 及 上 面 定义 的 算 子 范 数 构成 赋 范 线性 空间 . 进一步 , 当 
Y 是 Banach 空间 时 ，PB(Xi, XX2,… ,Xn; 了 ) 也 是 Banach 空间 . 还 可 以 证 
明 ， B(X1, 义 2,… ,Xn;Y) 等 距 同 构 于 B(Xi, B(X2,…, B(Xn,Y)):…). 
因此 ， 从 一 定 意义 上 讲 ， 这 两 个 空间 可 以 不 加 区 别 . 

下 面 我 们 利用 逐次 定义 的 方法 来 定义 高 阶 导 映 射 ( 导 算 子 ). 

定义 7.20 设 X,T 是 两 个 实 赋 范 线性 空间 ,而且 U C X 是 开 集 . 设 
f: UY 在 U 内 下 可 微 ， 如果 导 映射 1: U 下 B(X,Y) 在 zoEU 
处 下 可 微 ， 则 称 f 在 点 zo 处 二 阶 下 可 微 . 记 f' 在 zo 处 的 下 导 算 子 为 
f(zo), "(zo) 或 者 d2f(zo), 称 其 为 的 二 阶 导 算 子 . 如 果 请 : UU 一 
B(X,Y) 在 U 内 下 可 微 并 且 其 导 映 射 J”: U 一 B(XX,B(XX,Y)) 在 点 ro 
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处 下 可 微 ， 则 称 了 在 点 zo 处 三 阶 下 可 微 . 记 f” 在 点 zo 处 的 下 导 算 子 
(17) zo) 为 f 引 (zo), Fw%(zo) 或 者 d3f(zo), 称 其 为 的 三 阶 导 算 子 . 一 般 
地 ， 如 果 nn 一 1 阶 导 映 射 fm- 了) 在 点 zo 处 下 可 微 ， 则 称 了 在 点 zo 处 mm 
阶 正 可 微 . 记 fo"-D 在 点 zo 处 的 F 导 算 子 (Jo"-D)'(zo) 为 fn)(zo) 或 
d"f(zo), 称 其 为 的 n 阶 导 算 子 . 如 果 f(" 在 U 上 还 是 连续 的 , 则 称 了 在 
U 上 是 n 阶 连续 可 微 . 因此 ，f'(z0) € B(X,Y), f"(z0) es B(X,B(X,Y)), 
f(zo) e B(X,B(X,B(X,Y))),…, 依 此 类 推 . 为 了 简单 ,约定 f(0) = f; 
f(zo)hihae hs = fOro) (hy, hasee, hn); f(zo)h™ = f(zo)(h, 
万) 
例 7.21 泛 函 f/: R? 一 R 定义 为 


f(z) = f(z1,72) = zlz2 + 71. 


求 其 二 阶 下 微分 . 
解 任 取 户 = (ha,h2) < R?, 则 有 


f(z+h)— fr) = (rith)(z2+ ha) + (z1+h1)? — (riz2 + 2?) 
= zohi+ Tihz +271hi + hihz + h?. 


> lhihz + h?| _ lhiha + hi 
a ol 一 90)， 
因此 
dc) = zah + ziha + 271hi = (2+271,21) | ft) | | | 
2 2 


故 一 阶 下 导 算 子 为 df(z) = Vf(z). 
再 取 太 = 二 (ki,k2) < R2. 则 有 
df(z + hh df(r)h 
(za + ka)hit (Ti+ ki)h2 + 2(71+ ki)hi 一 Z2hl 一 Z1h2 — 271h 
Rahi + kiha + 2kihi 


21 hi 
ep ( ) ( ) | 
1 0 jz 
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2 Ba 

2 1 村 i 
T2071 O73 
则 二 阶 下 微分 为 d2f(r)(h.k) 二 上 AhT. 

定义 7.22 设 X.Y 为 实 赋 范 线性 空间 ， 卡 为 非 负 整数 ，U CX 为 
开 集 ， 有 映射 了 : U 一. 我 们 称 了 为 C* 映射 , 对 天 = 0 是 指 了 在 避 上 
连续 ; 对 人 > 0 是 指 了 在 坊 上 具有 大 阶 连续 的 F 导 映 射 f(z). 由 世上 
到 的 具有 上 阶 连续 下 导 喘 射 的 映射 全 体 构 成 的 集合 记 为 C*(U, 六). 

定理 7.23 设 X 为 实 赋 范 线性 空间 ，U 是 X 的 开 集 并 且 线段 上 := 
{zo0+th: 0<t<1}cU 如果 泛 困 J: UU 一 Ri! 在 LL 上 是 
Cm™H1(0 < n < +%0) 映射 ， 则 存在 0 e (0,1) 使 得 泰勒 公式 


flro+h) 


= f(ro) + f(ro)h+ 南 1"(zo)h? 


et 址 f(ro)h” FE [ce f+ (zo + Oh)h™t!l 


成 立 ， 
证 明 设 ol = f(zo 十 th),t € [0,1]. 则 由 链 规则 知 B(t) 在 [0,1] 上 
于 十 1 阶 可 微 ， 而 且 
of = f(xo + th)h, 


oO"(t) = f° (zo + th)h?, 


Bt) = ftd (zo + th)hntl. 
对 于 9 使 用 高 等 数学 中 通常 的 泰勒 公式 知道 ， 存 在 0 < 9 < 1 使 得 
f(r+h)= 9(1) 
= go(0) +Gc(0) 十 去 0”(0) 生字 


+ 而 J(0) + (n "+ (0) 
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= f(z0) + f(ro)h+ es 


+ 去 f0 (zo)h" 十 JIn+D(zo + Oh)hnt!., 


(ry 
这 就 说 明 泰 勒 公式 成 忌 

例 7.24 设 p: R 一 Rn ro € R" 是 及 "中 的 任意 元 而 且 
eft) = eatzb, 4E B(R”,R"), 则 对 于 任意 的 he R" 有 


Gt 4) ot) eAltth)zo — etzo 


加 ,ho0. 
四 四 i 
但 是 按 定 义 有 
EAL(t + h)* tA 
p(t+h)— ot) = DD Ko 
大 =0 k=0 
十 co 4 大 /大 一 1 
兰 半生 ho + ol 四. 


人 一 1 


大 =0 


因此 ，de 人 t 六 = 4 里 入 人 hzo. 这 就 说 明 P() 是 如 下 短 阵 微分 方程 的 解 


k=0 


ho) = ae(b， te 及 ，w(0) = zo. 
87.4 ” 隐 函 数 定理 与 反 也 数 定理 


在 许多 实际 问题 中 ， 常 常会 遇 到 含 参 变量 的 方程 ， 这 些 参 变量 有 时 是 方 
程 所 描述 问题 中 的 某 个 物理 苹 或 者 控制 量 ， 有 时 也 可 能 是 为 了 研究 的 方便 而 
人 为 引入 的 ， 在 研究 售 参 变量 的 方程 中 ， 隐 消 数 定理 是 基本 的 工具 之 一 ， 值 
得 强调 的 是 ， 隐 消 数 定理 不 仅 给 出 了 含 参 变量 方程 的 局 部 可 解 性 、 唯 一 性 
面 且 还 提供 了 一 种 迭代 算法 . 

隐 函 数 定理 的 特别 情形 就 是 反 函 数 定理 ， 反 函数 定理 说 明了 一 个 可 微 的 
非 线性 映射 在 局 部 是 否 是 一 一 的 、 到 上 的 或 者 同 胚 的 等 问题 可 以 归结 为 它 的 
导 映 射 (线性 映射 ) 是 否 是 一 一 的 、 到 上 的 或 者 是 同 构 的 

隐 冰 数 定理 的 另 一 个 重要 应 用 是 将 一 个 无 限 维 含 参 变 量 的 方程 转化 成 一 
个 丰 限 维 含 参 变量 的 方程 加 以 研究 ， 这 种 方法 称 为 Lyapunov-Schmidt 过 
程 . 这 个 过 程 在 局 部 分 歧 问 题 的 研究 中 十 分 重要 . 
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本 节 主 要 介绍 隐 范 数 定理 、 反 函数 定理 . 

首先 给 出 C* 微分 同 胚 的 定义 . 

定义 7.25 “如果 U,V 分 别 是 实 赋 范 线性 空间 X,Y 中 的 开 集 ， j: 
局 一 六 是 双 射 ， 而且 三 和 六 1 均 为 C* 映射 ， 则 称 了 为 C* 微分 同 胚 . 

如 果 U,V 分 别 是 X.Y 中 的 集合 ， 了: U 一 V,zo € U, 车 存在 zo 
的 邻 域 Uo 及 f(zo) 的 邻 域 Wo, 使得: Uo 一 Vo 为 CA 微分 同 胚 ， 则 称 
f:U 二 VV 在 zo 局 部 CA 微分 同 胚 . 如 果 f: U 一 V 在 U 中 每 一 点 都 
是 局 部 C* 微分 同 胚 ， 则 称 了 在 U 上 局 部 C* 微分 同 胚 . 

定理 7.26 设 X,Y 为 实 Banach 空间 ，U 是 六 中 的 开 集 ， zo € 
也 办 >1 如果 f: U 五 V 在 zo 处 局 部 CA 微分 同 胚 , 则 f(z0) : X 一 工 
具有 有 界 逆 算 子 . 

证 明 因为 有 在 zo 处 局 部 C* 微分 同 胚 ， 所 以 存在 zo 的 邻 域 Vo 及 
f(z0) 的 邻 域 Wo, 使 得 : Uo 一 Vo 为 C* 微分 同 胚 , 记 g = 大 : WW 二 
Uo, 则 有 

(gof)(r)=z, (fog)(y)=Yy, 


其 中 ze Uo，y € Vo. 由 于 f.g 都 是 CA 映射 利用 求 导 法 则 ， 得 到 
[g'(vo)][f (xo)] = Ix, [AP(zollg oo)] = Iy. 
注意 到 f/(z0) € B(X,Y), 根据 Banach 逆 算 子 定理 得 


[zol = g(yo) = 9(f (20)) € B(Y, X). 


设 X,Y 和 2 都 是 实 Banach 空间 ，U 是 乘积 空间 XX x Y 的 开 集 ， 
了 : U 一 2. 类似 于 高 等 数学 ， 我 们 也 可 以 引入 偏 导 算 子 和 偏 导 函 数 的 概 
念 . 设 (zo,yo) EU. 车 f(z,yo) 在 点 zo 处 关于 z 的 了 导 算 子 存 在 ， 则 称 
它 为 了 关于 并 在 点 zo 的 下 偏 导 算 子 , 记 为 及 (zo,yo). 若 在 U 内 的 每 一 
点 关于 z 的 下 导 算 子 都 存在 , 则 确定 了 一 个 了 关于 z 的 下 导 函 数 玉 (z,y) 
对 于 另 一 个 变量 y 的 讨论 是 类 似 的 . 

定理 7.27 ( 隐 函 数 存在 定理 ) 设 X,Y 和 2 都 是 实 Banach 空间 ， 
U 是 乘积 空间 X x Y 的 天 集 . 车 f : U 一 Z 是 连续 映射 并 且 存 在 
(zo,Vyo) E U, 满足 : 

(1) F 偏 导 函 数 太 (z.y) 在 UV 内 存在 并 且 产 (z,y) 在 点 (zo,yo) 处 连 
续 ; 

(2) 玉 (zo,zyo): 所 一 2 具有 有 界 道 ; 
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(3) f(zo,yo) = 0. 
则 存在 > > 0,6 > 0 使 得 当 |y 一 yoll < 5 时 ,方程 f(z,y) = 0 在 |z-zoll < 
内 存在 唯一 的 连续 解 x = g(y) 满足 zo = g(yo). 

证 明 分 三 步 完 成 证 明 . 

(1) 因为 产 (zo,yo) : 总 一 2 具有 有 界 送 ， 故 存在 M > 0, 使 得 


Nfs(zo,yo)] -| < M. 
再 由 天 (z,y) 在 (zo,yo) 连续 ， 故 能 取 到 7 > 0,6 > 0, 使 得 当 lz - zoll < 
Ty 一 Woll <5 时 ， 有 
Niet) ~ felro yo)l < By: 
又 由 于 f(zo,y) 在 yo 处 连续 ， 不 妨 假 设 jy 一 yoll < 6 时 ， 还 有 
Ice < Br: 
(2) 记 
各 (z) = 7 — [f(zo, yo)] f(z, 9). 


下 让 当 必 一 zl <5 时 ，9y(z) 在 Blz0,7)={zEX: lz-zoll<7} 
内 存在 唯一 的 不 动 点 2*. 它 显 然 满 足 f(z",y) = 0. 当 |z 一 zoll <7 时 ,由 
7 的 取 法 可 知 


ev(z) 一 zoll < Oy) — by(zo) + Noy(z0) 一 zol 


< 
< | 2 Io, (oe 一 zoll + [fs (zo vo)] lf (zo, | 
<, 
这 表明 By(Z) 是 从 召 (zo,r) 到 其 自身 的 映射 .其 次 由 7 的 取 法 可 以 知道 ， 
当 lz 一 zoll <7 时 
oo = IN [fs(zo,yo)] 7 f(z 
fs(zo, yo)] fs (zo, yo) 一 fz(z, 
志 
这 就 说 明 映射 By(z) 在 B(xo,T) 内 压缩 . 


I 人 


人 
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根据 Banach 压缩 映射 原理 ， 当 ly 一 yol| < 6 时， 人 zl) 在 B(xo,7) 
内 存在 唯一 的 不 动 点 2*. 记 为 7” = 9( 切 . 由 上 面 的 证 明 可 以 看 到 这 个 不 动 
点 满足 |z* 一 zol| <7, 又 由 唯一 性 得 到 ro = 9g(zyo). 

(3) 最 后 证 明之 = g(y) 在 |y 一 Wl < 9 内 连续 任 取 Wiy2 € 二， 
使 得 | 一 yoll < 6 yz voll < 6. zl = g(1)，Zz2 一 g(y2), 其 中 
za =- zoll <r. lz 一 zol< 六 则 


rrrall = Now (71) 一 os(z2 川 
lov (71) — By (To) + gw (za) — Pys (22)1 
< Be = za + ow (z2) — bys(72)l. 


I 人 


于 是 得 到 


zt 一 zall 
2llew (22) — $ya (72). 


由 了 的 连续 性 可 知 ， 当 轨 二 妮 时 ，||6y(z2) 一 Byo(z2) 川 己 0, 因此 9 在 
上 y 一 yoll < 5 内 连续 . 

推论 7.28 ”假设 X.Y 是 实 Banach 空间 ，U 是 X 中 的 开 集 ， 
zo EU,f: U 一 Y 是 C1! 映射 ,而 且 满足 

(1) f(zo0): X 一 了 具有 有 界 逆 ; 

(2) wo = f(ro); 
则 存在 > > 0.6 > 0, 使 得 当 上 y 一 yol < 5 时 ,方程 f(z)=y 在 |z-zoll < 了 
内 存在 唯一 的 连续 解 x = 9( 妇 , 并 且 满足 zo = g(yo). 

证 明 在 定理 7.27 中 取 Z =Y,f(z,y) = f(z) 一 y 即 可 . 

定理 7.29 设 X.Y 是 实 Banach 空间 ，U 是 X 中 的 开 集 ，zxo e U， 
>1f: U 二 YY 是 CK 映射, 而 且 导 算 子 及 (Tz0,yo): 和 一 也 是 
正则 算 子 ( 即 凡 (zxo, Vo) 是 满 的 并 且 具 有 有 界 逆 ), 则 存在 ” > 0， 6 > 0, 使 
得 当 上 一 yoll < 6 时 ， 方 程 f(z,y) = 0 在 上 |z 一 zoll <" 内 存在 唯一 的 
连续 解 = g(y) 而 县 它 在 |y 一 yoll < 5 内 具有 大 阶 连续 导 函 数 ， 还 满足 
To0 = g(yo). 

证 明 x = g(y) 的 存在 性 和 唯一 性 及 连续 性 已 由 定理 7.27 给 出 . 下 面 
仅仅 证 明 g( 胃 在 ly 一 加 || <5 内 具有 m 阶 连续 导 消 数 . 为 此 ， 我们 假定 在 
定理 7.27 中 选 定 的 7.6 还 满足 : 当 x 一 xol| <7, ly 一 yoll < 6 时， 


lig(y1) — g(y2)l| 


I 人 


1h(z, WS MD. 
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任 取 y2 EY, 使 得 yz 一 yoll < 9, 则 


及 (za) = filro0,yo) + [f(z,y2) — filzo, yo)] 
fs(zo vo){Ix + [f(zo, yo)] (f(z,y2) — fs(zo, yo))}. 


I 


利用 定理 7.27 证 明 中 的 结论 | 六 (z, 切 一 六 (zo,yo)l< 1/22M 可 得 ,所 (z,y2) 
在 llz - zoll < r, jlyz 一 yoll < 6 内 具有 一 致 有 界 的 逆 算 子 ， 所 以 ， 存 在 常 数 
Ma > 0, 使 得 当 |z 一 zol| <7, lly2 一 加 | < 6 时 ， 有 


Ia | < M2. 
于 是 , 当 w EY 且 jjyi 一 yol| <6 时， 有 


lg(y) =- g(y2) + [fs(g(y2), y2)] fs (g(y2), ya2) (v1 一 旭川 
< f(g(y2), v2)] fs (g(y2), y2) (9(y1) — 9(y2)) 
+fy(g(y2),y2) (v1 一 妇 ) 咱 
< Mzllfs(g(y2),y2)(g9(y) — g(y2)) + fy(g(y2), y2) (9 — v2) 


由 十 f(g(y2),y2) = f(g( 如 ), 如 ) = 0, 因此 ， 上 式 的 最 右 端 是 lg(t1) 一 
g(y2 川 十 上 一 yzl| 的 高 阶 无 穷 小 量 ， 利 用 


llg(y) = g(yo) = |r1 一 zz < 2llew(z2) — by (22)), 


可 得 
llg(y) ~ g(y2)l 
< 2Msup{lfs(z, -ly yl: ly-wyll<6, le—zol<r"} 
< 2MMilly ~ yoll. 
于 是 


Mallfs(g(y2),y2) (9(y1) — 9(y2)) + fs(g(y2),y2) (1 — yo) = oy 一 刀具 
因此 ，g(y) 在 ww 处 Fréchet 可 微 ， 而 且 


g (vy2) = —[fs(g(y2),y2)] fs (g(y2), y2)- 
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利用 求 逆 运 算 的 解析 性 以 及 链 规则 可 以 归纳 地 证 明 g'(y) 具有 大 一 1 阶 连续 
导 郴 数 . 

定理 7.30 ( 反 丽 数 存在 定理 ) 设 X.Y 都 是 实 的 Banach 空间 ，U 是 
X 中 的 开 集 ，zo ED, feECK(UY)(k>1). 车 f'(z0): 一 了 是 
满 的 并 且 具 有 有 界 逆 算 了 ， 则 存在 zo 的 邻 域 V 与 yo 的 邻 域 三 , 使 得 映射 
j : V 志 WW 是 CK 微分 同 胚 . 

在 定理 7.27 中 ， 只 要 取 Z = f(z,y) = f(z) 一 y, f(z0) = yo, 即 可 
得 到 反 沿 数 存在 定理 . 


第 八 章 线性 算 子 半 群 
88.1 ”线性 算 子 半 群 的 定义 及 其 生成 元 


定义 8.1 设 久 是 一 个 Banach 空间 ，{T(t): 上 t>0} 是 X 到 它 自 
身 的 有 界线 性 算 子 族 . 如果 满足 下 面 三 个 条 件 ; 

(1) T(0) = IJ， 了 表示 X 上 的 恒 等 算 子 ; 

(2) 半 群 条 件 ， ”对 于 任意 的 ts 之 0, 有 T(t+s)=T(t)T(s); 

(3) 连续 条 件 。 ”对 于 任意 的 ZE X, 有 ,lim 上 T(t)z 一 z=0. 
则 称 {T(t) : 上 + 之 0} 为 X 上 的 强 连续 算 子 半 群 , 简称 Co 半 群 . 

注 “ 若 算 子 半 群 {T(t) : tt 二 0} 在 t=0 处 一 致 ( 弱 ) 连续 ， 则 称 
{T(t) : t >>0} 是 一 致 ( 弱 ) 连续 半 群 . 

定义 8.2 设 {T(t): t>0} 是 Banach 空间 关上 的 Cu 半 群 . 让 


D(A)= {rz EX: TH 一 了 )/t 存在 }， 
定义 线性 算 子 4 : PP(4) -一 X 为 
Az = Jim (rz 一 at 


则 称 线性 算 子 4 为 Co 半 群 {T(t) : t+ 0} 的 生成 元 . 
定理 8.3 ( 半 群 的 指数 性 质 ) 设 {T(t) : 上 > 0} 是 Banach 空间 X 上 


的 Co 半 群 ， 记 wo =of 下 | 人 由 它 称 为 Co 半 群 {7(D : 上 > 0 的 指 
标 , 则 有 
wo =inf "TON - lim mT 
t>0 t t 一 十 cc t 


并 且 对 任何 w > wo, 存在 依赖 于 w 的 常数 M = M(w) 使 得 
THN Me vt2>0. 


注 任何 Co 半 群 {T(t) : ”tt > 0} 总 有 指数 增长 级 上 T(t) < 
Me!t, t>0, w>wo. 
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是 其 生成 元 ， 则 
(1) 
时 t+h 
im;/ T(s)rds= T(t)z, vreX. 
特别 地 ， 和 有 
oe ly vrexX 
J i (s)zds=7, A 
t 
(2) 对 于 任意 的 EXX, 有 [Tis)zdse DA), 并 且 有 


a(f raras) =TOz VrEX. 


(3) 对 于 任意 的 上 > 0, T(t) 将 D(A4) 映 入 到 D(A) 内 并 且 


和 
T(t)z—-7x= [ T(s) Ards, vr€ D(A). 
0 
(4) 对 于 任意 的 > E D(4), 有 
T(z —T(s)z = 内 Tlr) 4zdr =/ AT(T) zdr. 

(5) 4 是 稠 定 的 . 
(6) 4 是 闭 算 子 . 
证 了 明 
(1) 因为 T(t) 是 强 连 续 的 ， 故 Riemann 可 积 ， 又 因为 


| rzas 一 Tt)z 


二 "| 各 /六 rz-rOaads 


IT(s)z -T(zlds 


I 人 
al 


I 人 


sup JT(s)z—T(t)z| — 0(h = 0), 
t<s<t+h 


定理 8.4 设 {T(t): t+>0} 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 ，A 
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所 以 ， 对 于 任意 的 ZE 天, 有 
全 t+h 
mi/ T(s)zrds= T(t)z. 
特别 地 ， 
| 
Jim. T(s)zds=7; 
(2) 对 于 任意 的 EX，h > 0, 因为 
t 
FT -Df Tas 
t 
el _ 
= Rn COs 
= 7 ee 
= $/ T(s)zds kh Tas 
t t+h t 
外 Ff/ Teds+$/ Te)rds—F/ Teds 
1 t+h 1 h 
一 下 / TO)zds- 开 人 T(s)zds 
—» T(t)z—T(0)z(h = 0+), 
t t 
从 而 人 TG)rdss D(A4). 而 且 4f T(s)rds=T(t)r—z. 
0 0 
(3) 设 TED(4), t，h>0, 则 
ToT = Tt) (加 二 ) z T(t) Az(h 0+), 
h h 
于 是 T(t)z €E D(4), 而 且 A4T(t)z = T(t) Az, 也 就 是 
7D)s =AT(t)z= T(t)Az. 
另 一 方面 ， 当 t>h> 0 时， 我们 有 


lim zs—T(t—h)z -7T(0 44| 


太一 0+ 
A 人骨 二 罗 Et 
= lim, T(t 有 [EE 4z| + lim, IT 月 4z 一 TD A 


= 0, 
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其 中 ， 第 一 项 是 因为 x E D(4) 及 T(t 一 hh 在 0<h<t 上 有 界 ， 第 二 
项 是 因为 T(t) 的 强 连 续 性 ， 就 是 有 


9_T(b)z =T(t)Ar= AT(t)z, 
dt 


5 T(t)r = T(t) Azr = AT(t)z. 


(4) 对 下 式 
TOr=T0) Ar=AT(O® 
从 5s 到 t 积分 吓 得 
t t 
Tz-7(s)7=/ Tn azdr=/ AT(T) zdr. 
特别 地 ， 和 有 
t t 
TWOz-z= 人 TCD)4zdr= 人 4T(r)zdr. 
(5) 对 于 任意 的 ZE 所 . 若 记 
h 
2Zh 一 下 T(s)zds， h>0, 
hJo 
则 zh € D(A4), 而 且 
' a pe A 
i 2 二 上 i/ T(s)zds=T(0)z =7, 


所 以 D(A) = X. 
(6) 设 rne D(A). rn 一 了 ,ArTn 一 y(n 一 十 00), 则 由 (3) 得 到 


T(t)jr-z 


i 


,li (T(t) zn — zn) 


t t 
ji [Ta4rds= {Tle)yas, 
0 0 


n+o0 


Hl 


在 上 式 两 端 同 除 以 t > 0, 再 取 t 一 0 的 极限 , 则 有 ze D(A) 以 及 y= Az， 
从 而 A 是 闭 算 子 . 


第 八 章 。 线性 算 子 半 群 * 249 . 


我 们 将 基本 结论 引述 如 下 . 
定理 8.5 设 {T(t): +t>0} 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 ，4 
是 其 生成 元 ， 其 指标 为 w0. 则 
(1) T(t) 由 4 唯一 确定 ; 
(9) Ae BOO > dim 11T(O) 一 = 0 此 时 有 T(t) -和 
(3) 如 果 ReA > wo, 则 AE p(4) (4 的 预 解 集 ), 而 且 4 在 入 
解 式 可 以 表示 成 


+20 
RON A)z so e-xtTttjzdt vrexX; 
0 


特别 地 ， 
Rnrz= i eT edt vneN, rex; 
0 m-1)h ’ 
(4) 对 于 任 给 的 w > wo, 存在 常数 M = M(w) > 0, 当 Re 和 > w 时 ， 
有 
oy M 
RM; A)" I < Re Nr vneN. 


§8.2 ”Hille-Yosida 定理 


本 节 讨 论 在 具体 问题 中 广泛 应 用 的 Co 半 群 的 进一步 性 质 ， 着 重 讨论 算 
子 半 群 的 生成 问题 ， 即 就 是 说 在 什么 条 件 下 ， 线 性 算 子 4 才能 成 为 某 一 Co 
半 群 的 生成 元 ? 给 出 了 非常 重要 的 Hille-Yosida 定理 . 

定理 8.6 (Hille-Yosida 定理 ) 设 4 是 Banach 空间 X 上 的 线性 算 
子 ， 则 4 为 某 Co 半 群 {T(t) : 上 + 之 0} 的 生成 元 ， 当 且 仅 当 

(1) 4 为 稠 定 的 闭 线性 算 子 ; 

(2) 存在 常数 M > 0 和 书 > 0 使 得 (w,+ece) C p(4), 并 且 当 入 > 中 


时 ， 有 
M 


CE 

证 明 必要 性 的 证 明 . 如果 线 性 算 子 4 生成 Co 半 群 {T(t): t > 0}, 
此 时 有 |IT(bI < Me*t. 由 定理 8.4 可 知 ， 4 是 稠 定 的 闭 线性 算 子 ， 即 就 是 
(1) 成 立 ， 下 面 证 明 (2) 成 立 ， 为 此 ， 设 {T(t) : t 0} 的 指标 为 wo, 任 


| RA;A)"H < n=1, 2, 
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取 w > wo. 由 定理 8.5(3) 可 知 ， 当 入 > w 时 ， Ae p(4), 再 由 定理 8.5(4) 
可 知 (2) 也 成 立 . 
充分 性 的 证 明 . ”如 果 线 性 算 子 4 满足 (1) 和 (2). 对 于 入 > w, 令 


A = AAR(: A) = AR(N; A)A = A? RM; A) — AL, 
下 面 将 证 明 
(ln AR(; A)r= zx, VreX: 
入 一 十 2c 
(i lm 4Az=4r、 zeD(4). 
一 +oc 


因为 
r= RA:A)(AT— A)zr, vre€ D(A), 


于 是 有 AR(A: A)z ~ zx = R(A: 4)Az, 则 


IAROA:A)r-rl = IRO;A)AzI 
| (8.2.1) 
< ilAr) 0(N 2 +00). 
由 于 
MA 
ARO; 4)I < 二 <2 和 ( 当 入 充分 大 时 )， 


利用 (8.2.1) 式 有 


sim ARER(A:4)z= 7. vr € D(A). 
由 条 件 蕊 (4 = X， 而 且 AR(A; 4) 对 A 一 致 有 界 ， 因 而 可 知 ， 对 任意 的 
Vy EX, 有 li 入 R(A:; 4)y = y. 特别 地 ， 有 


im AR(M: A) Az = Az, vreD(A). 
因此 ， 对 于 任意 的 ze D(A4). 有 


lim 4A7 = ,lim [-AT ~ AR(;A)]]z 
和 一 oo 


入 一 十 cc 


= —A[ROA; A)(AT— 4) — A RA; A)]z 


lim |[ 
和 一 +eo 


= lin AR(A4)4z=4z. 
和 一 十 oc 
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对 于 入 >w，t>0, 令 


SA(t) := etAr = erAtLI-ARCN4)] ~ eMteX tRNA) 
= et 二 全 RO:; A)”, 
则 有 十 oo 27\n 
ISON < o> sy 
= eM 汪 (过 ;) 
= Me-*texp ( 产 5) 
= M exp (5) = M et, 


其 中 wi = 半生 一 》 (入 一 十 oo0). 对 于 给 定 的 上 > 0, 当 入 一 +oo 时 
SA(t) 一 致 有 界 ， 因 为 


t 
/Bts. (£—s) Sa(s)z]ds 
[Ee AnesAs zjds 


t 
人 eS)An(AsM ~ An)jes rds 
0 


S(t) 2 — S(t)z 


直 


引 


Silt— 8) Sa(s) [A 4]zds， 
所 以 当 ,充分 大 对 于 ze D(A4), t € [0, 和 N], N > 0 为 任意 给 定时 ， 有 
t 
S(t)z— S(t)zl| < (/ M ez(t™s) Menrds) 4sz— A,zl 
0 
< §, 
因此 ， 对 于 ze D(4)， lm SA(t)z 收 化. 我 们 定义 
Tbz= lim Sbz， zeD(4). 
和》 一 十 oo 


又 因为 万 (4) = 站 , 因而 对 于 任意 的 ze 六 ， 始 终 存 在 ze E D(A), 使 得 


lz-zel<minf te [0，N]， AN > 0 为 任意 给 定 上 


芝 . 
EXAGIE 
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于 是 ， 对 于 任意 的 ZE 刁 . 有 


1 5st)z — Su(t) zl 
< | SA(t)ze — Sn(t) ze ll + lst) (ze — x) N+ S(t) (ze — 2) 


< e. 


从 而 可 以 知道 ， 对 于 任意 的 ZEX, 当 入 一 十 co 时 ，SA(t)z 收敛 所 以 对 
于 任意 的 ZE XX, T(t)z 均 有 意义 并 且 有 


了 (bz = lim SA(t)m， vreX. 
上 述 极限 在 的 任 一 有 界 集 上 是 一 臻 的, 注意 到 | SA(b | < AM e214, 我 们 可 
以 知道 T(t) < M et, 即 就 是 有 了 T(t) € B(XX)，T(0) = 工 再 注意 到 
T(t) z= T(t2) z= im, | St) ~ $a(t2) zl 
并 且 在 任何 有 界 区 间 fa, 站 上， 当 入 一 +cc 时 一 致 收敛 ， 从 而 T(t) 是 强 连 
续 的 另外， 对 于 任意 的 t+0，s 二 0, 由 St+s)= SA(t)SA(s), 得 到 
T(t+s)= T(t)T(s), 


因此 ，{T(t): 上 >0} 是 X 上 的 Co 半 群 . 
最 后 来 证 明 4 是 Co 半 群 {T(t) : +t > 0} 的 生成 元 .为 此 ， 若 设 
{T(t) : 上 >0} 的 生成 元 是 B, 则 当 ze D(4) 时 ， 下 列 极限 成 立 : 


t t 
[fe aeds- [TGs)Aras| 
0 0 


I 人 


t t 
femar-emArldst[ lesAr-T(s)Arlds 
0 0 


I 人 


t t 

a ered ae- Arlds+ [lss(s) 4z—T(s) Azlds 
0 0 
— 0( 和 一 +00). 

又 由 于 当 ze D(A) 时 有 


t 
SDr=7 eo-r= /emo)ds 
0 


t t 
fe Mrzds= { Ss(s)Asrds 
0 0 
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利用 前 述 极限 在 上 式 两 边 取 入 一 十 co 时 的 极限 ， 则 有 
t 
T(t)jr—-rz= | T(s)Azrds. 
(bz 一 了 / (s) Azrds. 


从 而 ， 对 于 任意 的 TE D(A4). 有 


T(h)r—z nh 
Br:z= lim AO lim 2/ T(s) Azrds= Az, 
0 


h—0+ h h=>0+ hh 


这 就 证 明了 Co 半 群 {T(t) : + 二 0} 的 生成 元 B 满足 4 C B. 下 面 证 明 
相反 的 包含 关系 ， 设 入 > max{wo,w}, 由 定理 8.5(3) 可 知 ， 入 € p(B), 再 
由 假设 可 知 入 E p(A4), 因而 


(XI-A)D(A)= (AT- B)D(B) = X. 
又 因为 D(4) C D(B), 从 而 
(AT- B)D(4) 3 (MT- A)D(A)=X. 
即 (XAT 一 B)D(4) = X, 所 以 有 
D(B) = R(X; B)X = D(A), 


这 说 明 Co 半 群 {T(t) : 1 > 0} 的 生成 元 是 4. 
推论 8.7 设 4 是 Banach 空间 X 上 的 线性 算 子 , 则 4 是 某 个 Co 半 
群 的 生成 元 而 且 满 足 条 件 T(t) 上 < Me 当 且 仅 当 
(1) 4 是 闭 的 稠 定 算 子 
(2) 如 果 ReA> w, 则 Ae p(4), 而 且 


arls 而 Eg 


eA —w)"™’ 

推论 8.8 设 {T(t): +>0} 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 ,4 是 其 

生成 元 , wo 是 其 指标 .对 于 入 > wo, 令 As 二 和 4R(M;A4)= 和 XR(A;A)-AT, 
则 


Thz= lim et4z， vrex. 
入 一 十 oo 


注 Ah 称 为 4 的 Yosida 逼近 . 
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$8.3 ” 紧 半 群 、 解 析 半 群 与 可 微 半 群 


下 面 重点 介绍 几 种 特殊 的 Co 半 群 ， 它 们 在 理论 上 和 实际 应 用 中 都 十 分 

定义 8.9 设 久 是 Banach 空间 ， 有 A 是 鲜 上 的 线性 算 子 ， 如 果 对 于 
任意 ze D(4), 有 Zz* € 让", 使 得 

(1) (2,2) = zl = 1); 

(2) Re(r’, A7) <0. 
则 称 4 为 耗 散 算 子 . 如 果 Co 半 群 {T(t) : t+ > 0} 的 生成 元 4 是 耗 散 的 ， 
则 称 Co 半 群 {T(t) : t > 0} 为 耗 散 半 群 . 

定义 8.10 设 {T(t): 上 >0} 为 Co 半 群 如果 对 于 每 一 个 +> 0， 
有 T(t) 上 和 <1, 则 称 {T(D ; {过 0} 为 压缩 半 群 . 

我 们 将 基本 结论 引述 如 下 . 

定理 8.11 设 义 是 Banach 空间 ，4 是 关上 的 线性 算 子 ， 那么 4 
是 耗 散 算 子 ， 当 且 仅 当 中 Az 一 4zll 之 和 lz 小 YzED(4)，Y 和 > 0. 

定理 8.12 设 X 是 Hilbert 空间 ，A4 是 关上 的 线性 算 子 , 那么 4 是 
耗 散 算 子 ， 当 且 仅 当 Re(4z,z) < 0， vreD(A). 

定理 8.13 (Lumer-Phillips) 设 4 是 Banach 空间 X 上 的 线性 算 子 ， 
则 4 是 某 一 压缩 半 群 {T(t) : t > 0} 的 生成 元 ， 当 且 仅 当 

(1) 4 是 稠 定 的 闭 线性 算 子 ; 

(2) 4 为 耗 散 算 子 ， 并 且 对 某 个 Xo > 0, R(XoT 一 4) = XX. 

定理 8.14 设 4A 是 Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 闭 线性 算 子 ， 则 4 是 
某 一 压缩 半 群 {T(t) : + > 0} 的 生成 元 ， 当 且 仅 当 4 为 耗 散 算 子 ， 而 且 
R(I- A)=X. 

推论 8.15 设 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 闭 线性 算 子 ， 则 4 为 某 
个 压缩 半 群 {T(t) : 上 >0} 的 生成 元 ， 当 且 仅 当 

(1) (0,+00) C p(A); 

(2) 对 于 任意 的 入 > 0, 有 RO; 4) < 1 和. 

推论 8.16 设 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 闭 线性 算 子 ， 如 果 4 是 
耗 散 的 并 且 (0, 十 o0) C p(4), 则 4 为 某 压缩 半 群 {T(t) : t+ 二 0} 的 生成 
元 : 

注 将 定理 和 推论 中 的 Hilbert 空间 换 为 Banach 空间 后 仍然 成 立 . 
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定义 8.17 设 {T(t): t>0} 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 如 
果 当 t> to > 0 时 ，T 了 T(t) 是 紧 算 子 . 则 称 {T(t): t>0} 对 于 t>to 
是 紧 的 . 如 果 对 于 任意 的 上 > 0, T(t) 是 紧 算 子 ， 则 称 {T(t): 上 之 0} 是 
紧 半 群 . 

定理 8.18 设 T(t) 是 以 4 为 生成 元 并 且 满足 T(t) 上 < Me*t 的 Co 
半 群 ， 则 {T(t) : t 二 0} 成 为 紧 半 群 ， 当 且 仅 当 

(1) T(t) 关于 上 > 0 在 空间 B(X) 中 连续 ; 

(2) 存在 某 个 入 E p(4), 使 得 R( 和 ; 4) 是 紧 算 子 . 

定理 8.19 ( 紧 自 伴 半 群 展开 定理 ) 设 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 Co 
半 群 {T(t) : 上 > 0】} 的 生成 元 , 如 果 存 在 某 个 实数 入 E p(4), 使 得 R(X; 4) 
是 自 伴 的 紧 算 子 ， 则 X 是 可 分 的 且 {T(t): t >0} 是 自 伴 的 ( 即 对 于 任意 
的 t>0, 有 7T*(t) = 了 T(t) ) 紧 半 群 . 当 X 为 无 穷 维 空间 时 ， 则 存在 实数 列 
{ Xn } 使 得 An 一 》 一 co (n 一 十 co), 而 且 

(1) o(A4)=0p(4)= {hn)}; 

(2) 相应 于 { An } 的 特征 向 量 全 体 {en : n= 二 1，2，…} 构 成 XX 的 
标准 正 交 基 ; 

(3) 对 于 任意 的 ZE X, 当 t>0 时 有 T(t)zE D(A4), 而 且 


We 
T(t)z = De™'(z,en)en, 
n=1 
十 oo 
4T(D)z = 》 和 ne (zien)eni 
n=1 


(4) sup An = wo, 其 中 wo 表示 半 群 {T(t): t+> 0} 的 指标 . 
n>1 


注 ”如 打算 子 4 是 某 Co 半 群 {T(t) : ”+ > 0} 的 生成 元 ， 而且 
{T(t) : t > 0} 是 自 伴 的 紧 半 群 ， 则 方程 


= Au, 
u(0) = uo, uo € D(A). 


的 解 可 以 表示 为 


+ 
u(t) = T(t) uo = > ex (uo, en) en, 


n=1 
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其 中 An 为 4 的 特征 值 ，en 为 相应 于 An 的 特征 向 量 并 且 {en} 构成 和 的 
标准 正 交 基 . 

定义 8.20 设 Do={:EC: :#0. |argz|<0},0<0<7/2 
是 复 平面 C 中 某 个 区 域 ， 六 是 复 Banach 空间 ， 当 > € YoU{0} 时 ， 
T(z) € 刀 (X), 如 果 了 T(z) 是 洒 。 上 的 算 子 解析 孙 数 ， 而 且 满 足 

(1) T(0)=1; 

(2) T(z1+22)=T(21) T(z2), V 2, WE De; 

(3) lim T(z)z =7, V:€Do0, TEX. 
则 称 {T(z): z€ ooU{0}} 为 5o 上 的 解析 半 群 . 如 果 {T(t): t>0} 
是 一 个 Co 半 群 ， 当 它 可 以 延 拓 为 复 平面 中 包含 非 负 实 轴 的 某 个 扇形 区 域 中 
的 解析 半 群 时 ， 则 称 {T(t) : + > 0} 是 解析 半 群 . 

定理 8.21 设 义 是 复 Hilbert 空间 ，{7T(t): t>0} 是 X 上 的 自 
伴 紧 半 群 ， 则 {T(t) : 土 > 0} 可 以 延 拓 成 学 /2 中 的 解析 半 群 ， 并 且 对 每 
个 ze 可 jz, T(z) 是 紧 算 子 . 

定义 8.22 设 {7T(t): t>0} 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 ， 
对 于 任意 的 ZEX,to>0. 车 T(t)z 关于 +> to 在 羡 上 强 可 微 ， 则 称 
{T(t): t>0} 是 t> to 的 可 微 半 群 . 车 T(t1)z 关于 +t>0 在 关上 强 可 
微 ， 则 称 {T(t) : t+ > 0} 是 可 微 半 群 . 

定理 8.23 设 {T(t): t+>0} 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 ， 则 
{T(t) : t+>0} 是 上 >0 的 可 微 半 群 ， 当 且 仅 当 它 是 一 致 连续 半 群 . 

定理 8.24 ”如 果 {T(t): t> 0} 是 以 A 为 生成 元 的 Co 半 群 ， 而 且 
上 TQ) 上 < MM ezt(w > 0). 则 以 下 几 条 等 价 : 

(1) {T(t) : t 0} 为 解析 半 群 ; 

(2) 存在 常数 C > 0, 使 得 对 于 每 一 个 o>w，7 闯 0, 有 


C 
R(o +in; 4A)|| < 一 ; 
Ro+tinAIs 


(3) 存在 0< 0 < /2 以 及 常数 M, 使 得 


Ai 三 人 从; larg(A—w)|< 3+0} Cp(A), 


| RA; A) < Fe 入 e Al 


下 面 给 出 线性 算 子 半 群 的 几 个 例子 . 
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例 8.25 C([0,+00)) 上 的 平移 半 群 . 设 久 二 C([0,+o0)) 是 [0,+o0) 
上 有 界 并 且 一 臻 连续 的 了 数 z(t) 全 体 ， 对 于 ze C([0, +o0)), 规定 


lzl=sup{lz(t)|: vte [0,+00)}, 


则 C([0, 十 20)) 是 Banach 空间 ， 这 个 空间 中 点 列 的 强 收敛 就 是 相应 函数 列 
的 一 致 收敛 . 我 们 在 空间 X 上 定义 算 子 值 函数 了 : [0,+eo) 一 ? B(X), 用 
T(t) 表示 坐标 平移 的 变换 ， 也 就 是 (T(t) z)j(s) = zlt 十 s)，vt > 0, 试 证 明 
{T(t) : t+ >>0} 是 一 个 算 子 半 群 并 求 其 生成 元 A. 

证 明 因为 


[Et 


sup IIT(t) z= 1 suplz(s +)| 
lzll=1 


1A 


uD nas op lzl = 
lzll= 
所 以 ， TO < 1 取 Zz 三 1, 则 T(t)zll = 1 = zl|, 这 就 说 明 
上 TQ) 上 = 1. 又 因为 当 z e C([0, 十 00)) 时 ，Zz(t) 在 [0, 十 oo) 上 一 致 连续 ， 
从 而 
lim suplz(t+s+u)— z(t+s)|=0, 
im 有 T(t 二 Dz 一 了 7(1) zl = 0 故 取 值 于 C(I0,+o0)) 的 向 量 信函 数 
T(t)z 是 强 连续 的 . 
因为 


(车 2 ) 二 im T(t+ ss) 一 z(s) a 


lim 
t 


t 0+ 
因此 ， 此 收缩 Co 半 群 的 生成 元 为 
(4)= {z: z， xz €X)}, (Az)(s) = zf/(5). 


由 于 {T(t) : t > 0} 是 收缩 Co 半 群 ， 从 而 由 推论 8.15 知 当 入 > 0 
时 ， 和 Ep(4). 设 7EX WED(4), 则 方程 ( AT- 4)y = z 成 为 ; 
Ay(s) 一 y(s) = z(s), 于 是 y= 尽 (A; 4) > 可 以 通过 求解 上 述 微分 方程 得 到 


+o0 
(RNA = els te)de 
aaas 


y(s) 


ll 


这 表明 预 解 式 R( 和 ; 4) 是 半 群 {T(t) : t+ 二 0} 的 Laplace 变换 . 


2 应 用 泛 冰 分析 


例 8.26 设 和 =ZP(R)(p>1. 定 义 {T(D: teER} 为 
T(t) x(s) = z(s +t), rE€EX. 


则 {了 T(t) : +> 0} 是 X 上 的 强 连续 算 子 半 群 . 
证 明 对 于 任意 的 te R, 有 


x 1/p 
irozl=( 广 lzs+bDds) -jzl， zex, 
因此 ， 人 LT(b) = 1. 又 因为 对 于 固定 的 XE 六， 
十 2c 1/ 
IlroOz-zl=(/ lz(s+0) -2(s) Pds) ”0(t 2 0), 


因此 ，{T(t) : 上 >0)} 在 0 点 强 连续 ， 这 就 说 明 {T(t): t>0} 是 义 
上 的 强 连续 算 子 半 群 . 

例 8.27 设 义 是 可 分 的 Hilbert 空间 ，{en} 是 六 的 标准 正 交 基 ，{ 和 An} 
是 复数 列 ， 定 义 关上 的 以 t€ [0，+oo) 为 参数 的 算 子 族 {T(t) : t>0} 
为 

T(Dz= > et 人 (cen)en， rEX, 
n=1 
则 {T(t): 上 t>0} 是 Co 半 群 的 充 要 条 件 是 
sup Re X， = w < 十 oo. 


n>1 


当 {T(t) : t+>0} 是 Co 半 群 时 ， 求 它 的 生成 元 4. 
证 明 ”充分 性 的 证 明 ， ”因为 对 于 任意 的 TE 六， 
2 


十 co 
TOzle = [See 


n=1 


+o0 
= Dle™”Pl(zen)l 


n=1 
+o0 
可 De [(z,en)| 
n=1 


e220 zr. 


1IA 
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所 以 T(t) < ex1, 这 说 明 对 于 任意 的 t€ [0。 十 20), T(t) 是 有 界线 性 算 
子 . 利用 {ew} 的 正 交 性 ， 容 易 知道 T(t) 具有 半 群 性 质 以 及 了 (0) = 了 ,下 面 
证 明 {T(t) : + 二 0} 的 强 连 续 性 ， 因 为 


[GE 

十 oo 
= een) 

n=1 


N 
= DoiPlren) P+ 5 low!—1l|(r,en) bP 


n=1 n>N 
Re 
1 ax, gl 二 > 1(r， en) | +(1+e”!)? > | (x,en) |， 
n=1 nSN 
3 (8.3.1) 
对 于 任意 的 = > 0, 取 正 整数 N 充分 大 ， 使 得 
(1+e*!)? 3 (zx,en) | < pk 
n>N 
再 选取 to 充分 小 ， 使 得 当 0 < 上 < to 时 
Aut 2 过 2 
1 了 avle —1| Tle) < 本 


于 是 ， 利 用 (8.3.1) 可 得 ， 当 t+ < to 时 有 : 17T(b)z 一 zl <e. 这 就 证 明了 
半 群 {T(t) : t 二 0} 的 强 连 续 性 . 

必要 性 的 证 明 .” 设 {T(t) : 上 > 0} 是 Co 半 群 ， 则 当 +€ [0,+oco) 
时 ， T(t) 是 有 界线 性 算 子 ， 也 就 是 存在 常数 M(t) > 0, 使 得 


TOzl<artblzl vrexX. 


因而 


So 2ReXt | (zx, en) | < [ME zl?. 


分 别 取 工 二 en，n 二 1，2，…, 则 有 e2Re 和 mt < [M(t)]?. 所 以 ， 存 在 常数 
w 使 得 sup ReAn = ww <+2c. 故 {T(t): 上 >0} 是 Co 半 群 的 充 要 条 件 


n>1 


得 让 . 
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下 面 求 此 Co 半 群 {T(t) : t > 0} 的 生成 元 ,因为 


TODzr-z_ , ee:-1 A 
dm 天 i 之 (oer) en > Mn (Z,en) Een. 
因此 ， 得 到 


D(A4) = frex: Ee ex) 


n=1 


fe X: [Mab (rz,en) | < + 中 
n=]1 


十 cc 


和 A Aryen) en 


nel 


注 判断 一 个 算 子 4 能 否 生 成 Co 半 群 ， 主 要 是 利用 Hille-Yosida 定 
理 和 Lumer-Phillips 定理 . 


Ar 


58.4 ”线性 算 子 半 群 在 微分 方程 中 的 应 用 


在 常 微分 方程 中 ， 借 助 于 常 微分 方程 的 基本 解 和 常数 变异 公式 ， 可 以 给 
出 非 齐 次 常 微 分 方程 Cauchy 问题 的 遂 解 公式 ， 这 对 研究 常 微分 方程 的 基本 
性 质 是 非常 重要 的 .同样 地 ， 借 助 于 线性 算 子 半 群 ， 可 以 给 出 偏 微分 方程 及 
泛 茹 微分 方程 解 的 表达 式 ， 这 种 表达 式 在 形式 上 类 似 于 常 微分 方程 的 情形 ， 
这 样 ， 我 们 可 以 利用 一 种 统一 的 方式 研究 常 微 分 方程 和 偏 微 分 方程 以 及 汉 浅 
微分 方程 . 

一 个 随时 间 面 变 的 物理 系统 常用 微分 方程 初 值 问题 或 混合 初 边 值 问题 来 
描述 ， 令 u(t) 为 某 个 物理 系统 在 时 间 上 时 的 状态 ， 设 u(t) 关于 时 间 t 的 变 
化 率 由 依赖 于 u(t) 的 某 个 孙 数 4 给 出 ， 初 始 值 (0) = wo 为 已 知 ， 则 问题 
归结 为 下 列 初 值 问题 : 


1 
[ ds = Au(t), (8.4.1) 


其 中 
da - 加 几 二 和 一 


dt hs»0 h 
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为 了 使 得 u(t 十 hh) 一 u(t) 有 意义 ， 取 X 为 一 个 线性 空间 ， 为 了 使 得 极限 在 
X 中 有 意义 ， 取 为 Banach 空间 . 4 是 一 个 从 它 的 定义 域 D(A)CX 
到 X 的 等 子 .方程 49 由 = Au(t) 意味 着 u(t) e D(4) 而 且 


u(t+h)— u(t) 
i | h 


| 入 


其 中 | 表示 站 中 的 范 数 . 

我 们 将 通过 几 个 例子 说 明 什么 是 抽象 Cauchy 问题 以 及 如 何 适 当选 取 归 
数 空间 把 一 个 具体 问题 转化 为 抽象 空间 中 微分 方程 的 抽象 Cauchy 问题 ， 然 
后 利用 算 子 半 群 理论 给 出 与 常 微分 方程 形式 上 类 似 的 偏 微 分 方程 的 解 . 

例 8.28 设 吕 是 7 维 欧 几 里 得 空间 R” 和 界 区域 ， 0 表示 0 
的 边界 ， 2 的 闭 包 记 为 人 =RU0Q， 人 = 总 表示 Laplace 算 子 . 
Rn 中 的 点 z 表示 为 z= (XT1，Z2，……， wy Zk 省 R 是 z 的 第 上 人 个 分 
量 . 

考察 经 典 的 热传导 方程 的 混合 初 边 值 问题 : 求 一 个 函数 u(t,z) 使 得 在 
0<t< +co，zrEa 中 满足 


Ou) = Ault,z), (tz) € lo Hoo) xm 
au(0,z) = wo(z)， 区 各 人 (8.4.2) 
za( 加 Z) = 0, rEAN, t>0. 


设 X 为 页 上 的 一 个 函数 空间 ， 例 如 可 以 取 环 为 C(9), 即 史上 的 连续 湖 
数 空间 ,或 取 X 为 L?，p > 1, 即 p 次 Lebesgue 可 积 函数 空间 ， 两 个 导 
数 时 多 与 ue 7) 均 是 差 商 +h outs) 的 极限 ， 而 两 个 导数 
分 别 是 在 匀 RE 因此 可 以 形式 地 将 do 
与 2 后) 看 成 是 一 样 的 ， 为 了 定义 算 子 4, 令 


D(A)={u€EX: ww eX, ut,r)lan =0}, 


定义 Au = 人 u， Vu€ D(A4). 这 就 说 明 方程 (8.4.2) 可 以 转化 为 抽象 空间 
中 的 微分 方程 (8.4.1) 的 形式 ， 值 得 注意 的 是 方程 中 (8.4.2) 的 边 值 条 件 已 经 
被 吸收 到 算 子 4 的 定义 域 D(A) 中 , 而 且 D(A4) 还 吸收 了 ue D(A)(vt > 0) 
的 要 求 . 
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例 8.29 考察 波动 方程 的 初 值 问题 


2 
s 人 ;= Aultta， (bz)€ [0.+%) x Rn， 

u(0.7) = uo(7). reR", (8.4.3) 
2 = = (rT). rER". 


如 果 令 eh) 一 22 入， 则 原 方程 可 以 写成 下 而 的 向 有 方程， 


| 

站 t ， 2 

人 0 t (8.4.4) 
ul(0) ud 
(0) 

其 中 了 为 相等 算 子 ， 这 就 说 明 方 程 (8.4.3) 可 以 转化 为 抽象 空间 中 的 微分 方 


程 (8.4.1) 的 形式 . 
例 8.30 区 察 一 阶 储 微 分 方程 


Our) _ Oul(t,x) 


fr) = OH) 4 ft.), te (0.+00), x € (0+oo)， 
u(0,.7) = wo(7)， ZE (0,+oo)， (8.4.5) 
u(t.0) = 0、 t € (0. 二 2o). 


其 中 (zz)，uwn(z) 是 只有 指定 性 质 的 给 定 函 数 . 设 羡 = L2((0, 十 00)), 定 
义 空间 六 上 的 无 界线 性 算 子 4 为 


(A)={u: wu. ueEX. u0)=0}, (AwW(z)=u(r), 2z€(0,+00), 
则 4 是 汉中 的 稠 定 潮 算 子 . 令 u(t)(z) = ult,z)，f()(z) = f(t,7) 为 空 
间 X 中 的 匹 索 ， 则 方程 (8.4.5) 可 以 转化 为 抽象 空间 关 下 


{ dy = Au(t) + F(D，te (0,+00), (8.4.6) 


u(0) = wo. 


其 中 u(t) 是 由 (0.+cc) 到 六 的 抽象 函数 (8.4.6) 是 抽象 Cauchy 问题 ， 
加 然 ， 共 (站 是 抽象 Cauchy 问题 的 解 ， 则 u(t, 5) = w(b(z) 便 是 (8.4.5) 
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的 解 ， 于是， 求解 偏 微分 方程 (8.4.5) 的 问题 归结 为 求解 抽象 Cauchy 问题 
(8.4.6). 
例 8.31 考察 一 维 热传导 方程 


Ou = 一 二 人 2 | + jz)，te (0,+oo)，ze (0,7), 
u(0,7) = uo(z). r € (0.0), (8.4.7) 
u(t,0) = u(t,!) = 0, t € (0,+o0). 


设 针 =22([0, 中 ), 在 关上 定义 算 子 4 为 
(A)={u: EX u(0) =u(l) =0}, 


(AW(r) = ww (7), r€ (0,0). 


令 u(t)(z) = u(t,z)，f(D)(r) = f(t.z) 为 空间 六 中 的 元 素 , 则 方程 (8.4.7) 
可 以 转化 为 抽象 空间 X 中 的 微分 方程 


dt 
u(0) = uo. 


| dat =- 4u(b+ f(t), te (0,+00), 二 


定义 8.32 设 沧 是 Banach 空间 ，4 是 从 D(4)CX 到 式 的 线 
性 算 子 (一 般 来 说 ， 它 是 无 界 的 ), uo E 羡 是 给 定 的 . 所 谓 初 值 为 uo 的 由 算 
子 4 确定 的 齐 次 抽象 Cauchy 问题 ， 是 指 寻 求 一 个 定义 在 [0, 十 00) 上 的 在 
X 中 取 值 的 抽象 孙 数 u(t). 它 在 t€ [0,+cc) 时 连续 ， 在 4 € (0, 十 00) 时 ， 
u(t) e D(A4), 并 且 关于 上 强 连续 可 微 以 及 满足 下 面 的 抽象 方程 : 


1u(t 
| 8 ) = Att a 


车 存在 满足 上 述 性 质 的 u(), 则 称 它 是 抽象 Cauchy 问题 (8.4.9) 的 一 个 经 
典 解 . 

形 如 (8.4.9) 的 算 子 方程 (发 展 方程 ) 的 抽象 Cauchy 问题 具有 丰富 的 实 
际 来 源 和 物理 背景 ， 而 当 我 们 掌握 了 用 算 子 半 群 求解 抽象 Cauchy 问题 的 一 
般 方法 以 后 ， 反 过 来 便 可 以 去 指导 许多 具体 问题 的 求解 . 

我 们 将 有 关 基本 的 结论 引述 如 下 - 
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设 我 们 所 讨论 的 系统 是 适 定 的 . 适 定 的 含义 是 ， 如 果 给 定 系统 的 初 值 和 
物理 参数 ， 则 系统 在 任 一 时 刻 t 的 状态 u(t) 总 是 存在 的 、 唯 一 的 和 稳定 的 . 
稳定 的 含义 是 ， 初 值 和 物理 参数 的 微小 改变 引起 状态 的 改变 也 是 微小 的 

定理 8.33 设 4 是 六 中 的 秽 定 算 子 ，p(4) 关外 则 抽象 Cauchy 问 
题 (8.4.9) 对 每 个 uo € D(A4), 在 [0,+ce) 上 存在 唯一 经 典 解 的 充分 必要 条 
件 为 ，4 是 X 上 某 Co 半 群 的 生成 元 . 

推论 8.34 设 算 子 4 是 X 上 某 可 微 半 群 的 生成 元 ， 则 对 任意 给 定 的 
uo EX, 抽象 Cauchy 问题 (8.4.9) 存在 唯一 的 经 典 解 . 

推论 8.35 ” 设 算 子 4 是 X 上 某 解析 半 群 的 生成 元 ， 则 对 任意 给 定 的 
uo EX 抽象 Cauchy 问题 (3.4.9) 存在 唯一 的 经 典 解 . 

对 于 非 齐 次 抽象 Cauchy 问题 


{党 Aul) + f(t), te (0,+o0), a 


u(0) = uo. 


始终 假定 其 相应 的 齐 次 方程 (8.4.9) 在 uo E D(A) 时 ， 存 在 唯一 的 经 典 解 ， 
并 且 始 终 假定 A 是 Co 半 群 {T(t) : 上 > 0} 的 生成 元 . 

定义 8.36 设 f 是 由 [0,4] 到 X 的 抽象 函数 ， uo € X， 如 果 存在 
ww EC([0.N].X), 使 得 ult) 在 (0,1) 上 强 连 续 可 微 , 而 且 u(t) €E D(A4), te 
(0,0), 以 及 满足 方程 (8.4.10), 则 称 uu 是 (8.4.10) 在 [0,1] 上 的 经 典 解 ， 当 
1 = +ec 时 ， 可 以 类 似 地 定义 . 

定理 8.37 设 4 是 Co 半 群 {T(t) : t> 0} 的 生成 元 如 果 
uo €E D(A)，f e C1((0, 十 20). 闵 ), 则 初 值 问题 (8.4.10) 有 唯一 解 


u(t) = T(t) uo+ fre- s) f(s)ds 


而 且 we C4((0,+oo),X) 取 值 在 D(4) 中 . 

定理 8.38 设 Fe CI([0. 小 和 ), 则 抽象 Cauchy 问题 (8.4.10) 对 于 任 
给 的 uo e D(A) 在 [0,1] 上 存在 唯一 的 经 典 解 . 

定理 8.39 设 /EC([0.1],XX), 并 且 当 te (0,1] 时 有 f(t)e D(4) 以 
及 Af(t) ELI((0,N0],XX). 则 当 uo €E D(A) 时 ，(8.4.10) 有 唯一 的 经 典 解 . 

一 般 来 说 , 如 果 4 是 Co 半 群 {T(t) : 上 之 0} 的 生成 元 , 对 于 uo EX 
但 uo 4 D(A) 时 ， 抽 象 Cauchy 问题 (8.4.10) 可 能 没有 经 典 解 ， 这 说 明 经 
典 解 对 ee 因此 应 当 对 解 的 概念 进行 推广 ， 使 得 它 能 适用 
于 任意 的 初 值 uo € X. 下 面 介 绍 一 种 最 为 常用 的 广义 解 . 
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定义 8.40 设 4 是 Co 半 群 {T(t): t>0} 的 牛 成 元 , uo €E X,， fe 
ZI1((0,0),X), 浙 数 weE C([0.1], 闵 ) 定义 为 


a) = TO w+ {TE /ds 0<t<1， (8.4.11) 


称 此 请 数 u(t) 为 初 值 问题 (8.4.10) 在 [0,1] 上 的 温和 解 (mild solution). 

定理 8.41 设 A4 是 Co 半 群 {T(t) : t > 0} 的 生成 元 ，f € 
ZL1((0,1), 六 ), wu 是 (8.4.10) 在 [0,4] 上 的 温和 解 ， 则 对 于 任意 的 /< 1,w 是 
(8.4.10) 的 经 典 解 在 [0,1] 上 的 一 致 极限 . 

在 应 用 中 还 需要 有 强 解 的 概念 . 

定义 8.42 设 归 数 刀 在 [0.1] 上 几乎 处 处 可 微 , 而 且 we 工 !((0,1), XX). 
如 果 忆 在 [0,1] 上 几乎 处 处 满足 方程 w() = Au() 十 f(t) 及 初 值 4(0) = uo， 
就 称 此 函数 习 为 初 值 问 题 (8.4.10) 的 一 个 强 解 . 

注 如 果 凡 是 (8.4.10) 的 强 解 , 而 且 三 E 工 !((0,1),X), 则 由 (8.4.11) 
给 出 ， 因 此 强 解 是 温和 解 ， 而 且 是 (8.4.10) 唯一 的 强 解 . 

定理 8.43 设 4 是 Co 半 群 {T(t) : 上 >0} 的 生成 元 如 果 了 
在 (0, 二 0) 上 几乎 处 处 可 微 ， 而 且 f € LA((0, 十 00), 苹 ), 则 对 于 任意 的 
uo € D(A), 初 值 问 题 (8.4.10) 在 (0, 十 oo) 上 有 唯一 的 强 解 u, 而 且 以 由 
(8.4.11) 给 出 . 


题 与 提示 


1. 设 1<p<g<+x: 证 明 1PCh. 
(提示 : 当 1<p<y<+ 时， 对 于 任意 的 z = (zlyza….) E 人 P 


和 任意 的 = > 0, 恒 存在 自然 数 六, 使 得 3 |zk|P < a7, 从 而 
k=N 
+x 十 oo 
= > kk < sg > zk< 十 xc 
eX k=N k=N 


故 ze1o.) 
2， 设 [a 是 有 内 内 区 间 ， 证 明 L2([a, 相 ) C Li([a, 妈 ]). 
(提示 : 对 于 f € ZZ2([a. 有 ), 因为 


, b 1/2 1/2 
fvoas|/ wo [fd < 二 oo， 


因此 ， fe Li([a. 9). ) 
3， 设 (入 .qd) 是 一 个 距离 宝 间 ， 中 心 在 7o, 半径 为 ”的 开 球 定义 为 


Blro.r)= {rEX: dr7,zo) <r}. 


集合 A CN 是 开 集 是 指 对 于 任意 的 zo € 4. 己 存 在 以 zo 为 中 心 的 开 球 包 
含 在 4 中 . 
(1) 证 明 并 球 是 开 集 ; 
(2) 开 集 全 体 构成 的 集合 是 X 上 的 一 个 拓扑. 
(提示 ， ”直接 验证 满足 开 集 和 拓扑 的 定义 . ) 
4.， 证明 d(x,y) = |arctanz 一 arctany| 是 及 上 的 距离 . 
2 直接 验证 距离 的 三 条 公理 . ) 
5. (Xd) 是 距离 空间 ,对 于 任意 的 了 E 六 ,定义 f(z) = ipf d(z,9)， 
证 明 f(x) 是 连续 蛆 数 . 

(提示 :对 于 任意 的 7.ro € XX, 由 d(z,y) < dr,zo) + d(zo,y) 可 
得 ， 0 d(r.y) < d(x, 70) + inf d(zo;y). 类 似 地 ,由 d(zo,y) < d(z,zo) 十 
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d(x,y) 可 得 ，inf d(x0,y) < ar,zo)+inf d(xz.y). 因此 ,|f(z) 一 f(zo)| < 
yeEA yEA 


d(z,T0). 故 f(z) 为 连续 陋 数 ，) 

6. 设 4,B 为 距离 空间 (X,d) 中 的 两 个 不 相交 的 闭 集 ， 试 证 明 存在 羡 
上 的 连续 函数 f(z) 使 得 当 zE 4 时 ，f(xz)=0; 当 zeEB 时 ，f(z)=1. 

(提示 : 对 于 任意 的 TE X, 令 d(7, 4) = 让 8 d(z, 9)- 定义 于 上 的 函 
数 f(z): 过 

TD) 
1(7) = a A) + dz BY 
则 f(z) 为 X 上 的 连续 少数 并 且 满 足 所 需 条 件 。) 

7 设 X 和 了 都 是 距离 空间 ， 4 在 X 中 稠密 ， 了: X 一 Y 是 连续 
映射 ， 证 明 f(A4) 在 R(J) = J(X) 中 稠密 . 

(提示 :7(4) 在 R(f) = f(X) 中 再 密 全 (4A) = R(f)， 任 取 
y € R( 了 ), 则 存在 x E X, 使 得 f(z) =y. 因为 下 = 和 ,所 以 存在 {zn} C 4， 
使 得 zn 一 7. 再 由 f(z) 的 连续 性 ， 可 得 f(zn) 一 f(z), 故 (4) = R(f).) 

8.，、 设 c:={z= (zi，z2，…): zi€R, Nina zk 存在 }， 在 十 
定义 如 下 距离 

do(Z,3) = Sup [zk — ykl, 
证 明 : c 是 完备 的 距离 空间 . 

(提示 : ”证 明 /> 是 一 个 完备 的 距离 空间 ， 再 证 明 c 是 1” 的 闭 子 集 . ) 

9.， 设 X 是 一 个 全 有 界 的 距离 空间 ， 试 证 对 于 每 个 无 限 子 集 YY C X 都 
有 一 个 直径 小 于 给 定 的 = > 0 的 无 限 子 集 Yo. 

(提示 : 对 于 一 个 给 定 的 = > 0, 空间 有 一 个 e/2 网 M = 
{zi，za，…，zn}, 因此 落 在 nn 个 球 ，B(z1,e/2)，:…，B(zxn,e/2) 
的 并 集 内 .由 于 Y 是 无 限 集 ， 故 这 些 球 之 一 必定 包含 Y 的 一 个 无 限 子 集 . ) 

10. 如 果 距 离 空 间 X 是 紧 的 ,证 明 X 是 完备 的 ， 试 说 明 完备 性 不 蕴涵 
紧 性 . 

(提示 : ” 设 {zn} 是 X 中 的 Cauchy 点 列 . 由 于 X 是 紧 的 , 所 以 {zn} 
有 收敛 的 子 列 {zn}, 不 妨 设 当 大 一 十 oo 时 ， 有 Zn 一 EX. 设 e>0， 
由 于 {zns} 收敛 和 {zn} 是 Cauchy 点 列 ， 故 存在 自然 数 六 使 得 

dznz) <e/2， d(zn,Tni) < ef/2, nr, n>N. 


又 由 于 
d(Tni» 7) < d(xn,Tns) + d(Tn.sT) <e, nr, n>N, 
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故 {Zn} 收敛 , 由 于 Cauchy 点 列 {zn} 是 任意 的 ， 因 此 推出 六 是 完备 的 ， 
第 二 个 论断 可 以 用 R 来 说 明 . ) 

11. 举例 说 明 全 有 有 界 集 不 一 定 是 列 紧 集 - 

(提示 ” 取 六 = (0,2). 碟 中 的 距离 为 d(z,y) = |z 一 中 ,Yz,yEAX， 
则 4=(0,1)CX 是 爹 有 界 集 ， 但 非 列 紧 集 、) 

12， 在 距离 空间 中 举例 说 明 ， 对 于 紧 性 而 言 全 有 界 性 是 必要 的 ， 但 不 是 
充分 的 . 

(提示 : (0,1) 是 R 中 的 全 有 界 集 ， 但 不 是 紧 的 .) 

13， 如 果 距 离 空间 (X,d) 是 紧 的 ,证 明 对 于 任意 的 = > 0, 空间 X 都 有 一 
个 有 限 子 集 AT, 使 得 每 一 点 7 E 六 到 MM 的 距离 dz, M) = ji d(x,y) < = 

(提示 。 由 于 六 是 紧 的 ， 故 它 是 全 有 界 的 . ) 

14， 举 例 说 明 不 动 点 定理 中 完备 性 条 件 是 不 可 缺少 的 

(提示 :距离 空间 = (0,1] 具有 由 及. 诱导 出 的 距离 , 考察 卫 : X 一 
X, Tz = 1/2.) 

15， 设 X 是 一 个 距离 空间 ， 当 Zz 关 Y 时 ， 如果 了 : X 一 X 满足 
d(Tz,Ty) < d(z,y), 而 且 了 有 一 个 不 动 点 ， 证 明 这 个 不 动 点 是 唯一 的 . 

(提示 :车 们 有 了 两 个 不 动 点 z 和 vy, x 关 y, 将 蕴涵 下 述 巴 盾 d(z,y) = 
d(T z,Ty) < d(x,y).) 

16， 如 果 工 是 压缩 的 ,证明 T"(n € N) 也 是 压缩 的 如 果 T”(n > 1) 
是 压缩 的 ， 证 明 了 未 必 是 压缩 的 . 

(提示 : 由 了 是 压缩 的 有 : d(T”zx,T™*y) < a"rd(z,y), a < 1. 
由 ( 抽 ， 纪 ) 一 (£2，0) 定义 的 映射 R? 一 > R2 不 是 压缩 的 ， 但 是 7?: 
(&，&2) 一 (0，0) 是 压缩 的 .) 

17， 在 高 等 数学 中 ， 和 迭代 序列 zn = f(zn-1) 收敛 的 一 个 充分 条 件 是 ， 
了 是 连续 可 微 的 ， 而且 | jz)| < a < 1, 试用 Banach 不 动 点 定理 来 验证 
它 . 

(提示 : ”由 微分 中 值 定理 有 


If(z) -fF(9)|=1f7(8) rz -ys alr- yl, 


其 中 位 于 工 与 之 间 ， 因此/ 是 压缩 的 ) 

18. 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， 天 C X 是 紧 集 ， 工 :太一 下 满足 
Tz 一 Tyll < jz 一 玉 (z 闯 细 ,证 明了 有 了 唯一 的 不 动 点 

(提示 ; 令 f(z) = jiz -Tzl, 则 f(z) 在 天 上 取得 最 大 值 和 最 
小 值 . 设 f(z) 在 z* E 天 取得 最 小 值 ， 因 此 ， f(x*) = 0， 否则 就 会 有 
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J(Tz) < f(z"). ) 
19， 设 (X,d) 是 距离 空间 ， 其 中 X = [1, 十 00), d 是 通常 的 距离 ， 定 义 
映射 了 为 


区 
了 2 三 地 十 一 ， 
辣 y 


证 明 T 是 一 个 压缩 映射 对 于 人 来 说 ， 请 问 最 小 的 压缩 系数 和 不 动 点 是 什 
么 ? 

(提示 : 。 最 小 的 压缩 系数 为 。 1/2, 不 动 点 为 。 V2. ) 

20， 设 (X,d) 是 一 个 距离 空间 ， 对 于 任意 的 Zz，y € XX，Z 关 y,T 了 满 
足下 面 的 弱 压缩 条 件 ， 


d(T zx,Ty) < dz,y)， 


(1) 证 明了 最 多 有 一 个 不 动 点 ; 

(2) 说 明 了 可 能 没有 不 动 点 . 

(提示 : ”用 反 证 法 证 明 (1). (2) 对 于 z e [1,+oo), 考 虑 Tz = z+1/z.) 

21. 请 说 明 用 人 迭代 公式 zn = g(zn-_1) = (1 十 Tz2_1)-1, 能 够 解 方程 
j(z) =z3+z7 一 1=0. 对 于 zo=1 计 算 zl，z2，z73, 并 且 给 出 d(z,zn) 
的 估计 . 

(提示 :对 于 g(z) = (1 + z2)-1, 利用 第 17 题 ，) 

22， 映 射 : [a 可 一 [4,49] 称 为 在 [ao, 如 上 满足 Lipschitz 条 件 是 指 存 
在 一 个 常数 开 使 得 对 于 任意 的 z,y E [a,, 满足 下 式 : 


[T(z) 一 TGS 天 | 一直 


(1) 了 是 否 为 一 个 压缩 映射 ? 

(2) 若 T(z) 有 连续 导数 ， 试 证 明 了 满足 Lipschitz 条 件 . 

(提示 ， (1) 当天 < 1 时 是 一 个 压缩 映射 ， (2) 由 微分 中 值 定理 
IT(z) -TOJ= Illz 一 外 be (z, 功 . 因 T'(z) 连续 ， 则 在 [a, 丰 上 有 
界 ， 所 以 ， 了 满足 Lipschitz 条 件 . ) 

23.” 设 (X,d) 是 距离 空间 ， 4 和 B 是 奈 中 的 紧 集 ， 证 明 必 存在 
zo E 4,yo E B, 使 得 d(4,B) = d(zo,yo), 其 中 d(4,B) = inf{d(z,y) : 
reAyeB}. 

(提示 : ”由 下 确 界 的 定义 知 , 必 存 在 点 列 {zn} C 4 和 {yn} C B, 使 得 
d(A,B) = ,lim d(zn,yn), 但 由 于 A 和 B 是 紧 集 ， 必 存在 子 列 {zn。} 和 
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{yn}， 使 得 rm 一 2 一 信 再 由 d(x,y) 的 连续 性 可 得 : d(4,B) = 
d(zo, yo). ) 

24， 设 4 是 R? 中 的 有 界 闭 集 ，T 是 4 到 4 的 算 子 ， 对 于 任意 的 
ZE 4, 有 d(Tz,Ty) < d(7,y). 试 证 明了 在 4 中 存在 唯一 的 不 动 点 . 

(提示 : 。 由 于 4 是 R? 中 的 有 界 闭 集 ， 从 而 4 是 紧 集 ， 令 p(7) = 
dtz,Tz),VYzeE A, 设 m= inf P(z)， 则 存在 {zn} C 4 使 得 p(zn) 一 mm 
因为 A 是 紧 集 ， 故 存在 {Zn,} 使 得 zn 一 z” € 4,P(Tm) Pp(2') 一 
inf P(z)， 下 面 来 证 明 Tr* = x*， 否则 ， p(x*) = d(z*,Tzx*) > 0, 则 由 
z 
已 知 条 件 知 。 dtTTz*Tz*) < d(Tx*,Tz*), 即 就 是 p(Tz*) < p(x*) = 
inf p(2), 产生 矛盾 ， 所 以 Tx* = z*. 另外 ， 也 可 以 利用 第 18 题 . ) 

25， 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 ， 了 是 泰 到 XX 的 算 子 ， 如 果 


d(T"z, T"y) 
pr 


> 0(n 一 十 co)， 
zyex dd(z,y) 


证 明代 在 X 中 有 唯一 的 不 动 点 . 
(提示 因为 


d(T"z, T"y) 
am = sup 


-一 一 一 002 一 十 oo)， 
zyex dz) 


故 存在 自然 数 no, 使 得 0 < an < 1, 由 定理 2.78 知 ， 了 在 关中 有 唯一 的 
不 动 点 . ) 
26， 设 f(t) e C([0,1]), 求 出 方程 


t 
a(0=70)+s/ z(s)ds, te[0,]] 


的 连续 解 . 
(提示 : 。 由 例 2.84 知 方程 对 任意 的 入 存在 唯一 解 z(t) € C([0,1). 原 
方程 可 以 变形 为 


z(t) = (0) +A 六 Klt,s) z(s) ds = (Tz)(t), 


t<s, 


ti>s. 


0. 
其 中 K(t,s) = | 了 
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由 逐次 通 近 法 ， 无 妨 取 zo(t) = 0. 从 而 有 zl = Tzo, zz = T2zo,….， 
zn = Tzo, 则 z(t) 一 int zn(t), 即 为 原 方程 的 解 . 
容易 计算 出 


1 
zi(t) = f(t), md)= 70+ K(t,s) f(s)ds, 


nl) 0+ Em [Kala) sl)as, 


m= 


其 中 Ki(t,s) = K(t,s), Klt,s) = Ka Komi(hs) ds, 下 


0、 t<s, 
Knt{t,a) = ts)™-! 


Cn- Dr ts 


1 217_ 2 ml nl 
mtO=AOHA 人 e+ Ee f(s)ds. 


所 以 ， 
A 

#0) = ,limen() = 0)+A fe ls)as.  ) 

27， 设 c 为 一 切 收敛 数列 构成 的 集合 ，c 中 的 线性 运算 与 l? 中 的 相 
同 . 在 c 中 定义 如 下 范 数 : 

llzll = Sup | 各，Yz= (66 Jeec 

证 明 c 为 可 分 的 Banach 空间 . 

(提示 : 完备 性 的 证 明 . 设 {zn} 为 c 中 任意 的 基本 点 列 ， z= 


(人 2, 小 则 对 于 任意 的 = > 0, 恒 存 在 自然 数 no, 使 得 对 于 任意 的 自 
然 数 7,m, 当 m > no,m > mo 时 ， 有 


I -eV < e, k=1,2,... (#) 
所 以 ,jp 如 存在 令 6 = ,lim et， 大 = 1,2,…， 因为 对 于 任意 的 
自然 数 万 


esp 一 全 | < sp 一 和 二 — EL | + EL — él, 
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因此 ， tk 存在 . 故 工 = ( 泉 ) ec. 又 若 在 式 (*) 中 国定 n> no, 但 令 
m 一 十 oo, 则 得 


[EY -El <e, k=1,2,..,n > no, 


所 以 ， im zn = 

可 分 性 的 证 明 . 令 和 = frr ToT :nnEN.r,rEQ}, 
则 MC ce 而 且 M 是 可 数 集 ， 下 面 说 明 M 在 c 中 稠密 . 任 取 7 = (€n) € 
©, nliP En 三 《， 则 存在 自然 数 no 及 有 理 数 7, 使 得 当 n > no 时 ， 有 
ln 一 "| < s， 对 于 58 ,Eno， 必定 存在 有 理 数 71,72，… ,Tno， 使 得 
区 一 ml < <, 三 12 .no 令 Yy= (rr rnommh) 则 yec 而 
且 d(z,y) < =. 由 于 = 是 任意 的 ， 因 此 ， AT 在 c 中 稠密 ， 此 即 说 明 c 是 可 
分 的 Banach 空间 .) 

28， 设 co 为 一 切 收敛 于 零 的 数列 构成 的 集合 ， co 中 的 线性 运算 与 I? 
中 的 相同 ,在 co 中 定义 如 下 范 数 : 


llzll = sup lénl. Vr = (65 ) € oo. 


证 明 co 为 可 分 的 Banach 空间 . 

(提示 : 类似 于 第 27 题 ， 对 于 可 分 性 仅 需 取 M = {(71,72,… ,Tn,0， 
0,…) : mn 为 任 一 自然 数 ， mk 为 有 理 数 }. ) 

29， 在 Ct([a, 中 ) 中 令 


s 1/2 
wh=[/ UP+inpaa] ,vf eC!(la,d)), 


(1) 求证 上 .上 是 CA([a .名 ) 上 的 范 数 ; 

(2) 问 (CY([e, 切 ,有 ) 是 否 完备 ? 

(提示 : ”验证 范 数 公理 。 (C1([a, 可 ), | 由) 是 完备 的 ) 
30， 在 C([0,1]) 中 ， 对 于 每 一 个 fe C([0,1]), 令 


Hf = (fF MPaz) Il = (fa 十 对 HPaa] ， 


求证 上 -| 和 | | 是 C([o.1) 中 的 两 个 等 价 范 数 . 
(提示 : 因为 p(7) = 1 十 Zz 在 [0,1] 上 单调 递增 ， 因此 有 
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Wh < (faravepad) 
1 1/2 
< [fapas] = Vash. ) 


31， 设 4,B 是 Hilbert 空间 X 的 闭 子 空间 ， 而 且 41B, 证 明 A+B 
是 闵 的 闭 子 空间 . 

(提示 : ”如 果 zn = an 十 加 € A+B,an € 4,bn € B, 则 zn 一 zmll? = 
上 an 一 am 人 2 十 外 一 bm 所 以 ， 当 {zn} 是 收 分 点 列 时 ，{an} 和 {bw} 都 
是 收敛 点 列 ，) 

32， 设 4,B 是 Hilbert 空间 X 的 闭 子 空间 .车 对 于 任意 的 0<e < 
1, a€E A, be B, 有 

l(a. b)| < llall jloll. 


证 明 A+B 是 六 的 周子 空间 . 
(提示 。 如 果 a€ 4,be B, 则 


la + bl? > lall? + loil? — 2ellallilol > (1 — e?)llall?. 


所 以 ， 当 {an 十 bn} 是 基本 点 列 时 ，{an} 是 基本 点 列 ， 同 理 可 证 {bn} 也 是 
基本 点 


设 X 是 一 个 Hilbert 空间 . 
若 Mf 入 是 评 的 闭 子 空 间 ， 试 举例 说 明 M 二 入 不 一 定 是 闭 


(2) 车 A 是 义 的 闭 子 空间 ， PP 是 一 个 正 交 投影 算 子 ， 试 举例 说 明 
P(M) 不 一 定 是 闭 的 . 

(提示 :， X= 忆 AM = {(zai'sziyza,2zo,z3,3z3…)}，N = {(0, v1, 0, 
Vy210,y3,…)}. 了 是 N+ 上 的 正 交 投影 . ) 

34. 给 出 赋 范 线性 空间 X 的 例子 ， 使 得 X 上 的 范 数 不 能 由 内 积 诱导 出 


来 . 

(提示 ， 车 R3 中 , 令 jzlh = leal + lzal + lzal, 则 (R3, 1 lb) 
是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 但 上 述 范 数 不 能 申 内 积 诱导 出 来 事实 上 ， 取 z = 
(1,0,0), y = (0.1,0), 则 x+y = (1,1.0),z 一 y = (1, 一 1,0), 所 以 ， 
lz+ yl +l =+2 = 但 2(lzlP+lyl) =2(+1)=4, 不 
满足 平行 外边 撒 公 式 ，) 
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35.， 车 X 是 可 分 的 Hilbert 空间 ， 证 明 六 中 任何 标准 正 交 系 是 可 数 
集 . 

(提示 ， 如 果 {ea。 : ae 1} 是 久 的 标准 正 交 系 ， 则 对 于 任意 的 
a,Bel.azx8, 恒 有 ea -eall? =2.) 

36， 设 {ek} 与 {cx} 分别 为 Hilbert 空间 X 中 的 标准 正 交 基 与 标准 
下 交 系 ， 而 且 村 |(ex;,6i)| = 工人 = 1 2.… 小 证 明 {ek} 是 X 中 的 标准 正 交 
基 . 

(提示 ek = 并 (ek.en) 再 利用 定理 4.52. ) 

37， {ex} 与 {ex} 分 别 为 Hilbert 空间 X 中 的 标准 正 父 基 与 标准 正 交 
系 ， 而且 完 上 ex 一 xl < 1. 证 明 {ex} 是 X 中 的 标准 正 交 基 . 

大 

(提示 ， 如果 rz € X， 对 于 任意 的 自然 数 n，zLek， 则 lz = 
艺 [oer = Ps le Ele orl, 所以 w= 0. ) 
所 全 

38， 求 证 在 C([a. 要 ) 中 不 可 能 引进 一 种 内 积 (.，》， 使 其 满足 

2 
(1,7) = ma f(D vf e Cet). 


(提示 参看 例 4.18. ) 
39， 在 [2([-1,1]) 中 , 问 偶遇 数 集 的 正 交 补 是 什么 ? 试 证 明 你 的 结论 . 
(提示 ， AM = span{zzn : n=0,1,2,…}, 
则 M+ = span{fz2n+1: n=0,1,2,...}.) 
40. 设 X 是 Hilbert 空间 ， 证明 


lz—=:|=lz-yl+lly— zj 

当 且 仅 当 对 于 某 个 ae [0.1]. 使 得 y =ax +(1 一 Qa)z. 

(提示 :利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 |(z,y)| < ||z| ly 而 且 其 中 等 
号 成 立 当 且 仅 当 与 y 线性 相关 ) 

41， 若 了 是 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 可 逆 线 性 算 子 ， 问 
了 T-1 是 否 为 线性 算 子 ? 

(提示 : 是 . 因 了 是 可 逆 算 子 ， 所 以 卫 关 0, 而且 Tz=0 兮 IT=0. 
VYyi,y2 € R(T). a,B 是 数 ， 则 有 


T(T-i(ay + By2) — aT -ly ~ BT Iy2) 
TT-!(ay + By2) ~ aTT yi 一 DTT ya 


1 


am + dy2 — ay — By2 = 0. 
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因此 ， TI(am + By2) =a7 1 十 97- ) 
42， 设 了 为 复 Hilbert 空间 中 的 有 界线 性 算 子 |T|| < 1, 证 明 {z : 
Tr=z}={r: Tr=7}. 
(提示 令 M={r: Tr=z),N={rz: Tez=zZ]. 任 取 zEAMf. 
则 
0 (Tr -7z, Tr- 7) = Tz -liz 
lz 人 一 人 zlP =0. 


IA IA 


所 以 ，T*7 = 7, MC N. 同 理 可 以 证 明 ， N CAT, 因此 JM = 和 N.) 

43， 设 X 是 一 个 复 Hilbert 空间 ， 卫 :X 一 扣 是 线性 算 子 ， 对 于 任 
意 的 z,y € 六 满足 (Tx,y) = (z,Ty), 证 明了 7 一 定 是 有 界 的 . 

(提示 方法 一 。 如 果 zn 一 ,Txn 二 2. 则 (z 一 Tx,y) = 0,Vy € 六 . 
利用 闭 图 像 定 理 . 

方法 二 ， 否则 的 话 , 将 会 存在 点 列 {yn} 使 得 ynl=1 及 Tynl 一 
+oeo. 设 太 (z) = (Tz,yn) = (T,Tyn), 则 fn 定义 在 整个 X 上 ,而 且 fn 
是 线性 的 ， 每 个 fn 都 是 有 界 的 ， 这 是 因为 


[fa(z)|= |, Tyn)| < zl Ty 
对 于 每 个 YE X, 点 列 {fn(7)} 有 界 ， 这 是 因为 
Hfn(z)1=1(Tx, ya)| < Tz yal = Tl. 


由 一 致 有 界 原理 知 ， {由} 有 界 ， 不 妨 设 上 fn < M, 因此 |f(z)| < 
Mz 取 z==Tyn, 便 和 有 


[f(T yn)|= (Ty Tyn) = Ty = fa(Tyn)| < MIT Yn, 


故 有 Tyn]| < MT, 这 就 产生 政 盾 . ) 
44:” 设 {en} 是 Hilbert 空间 X 的 标准 正 交 基 ， 定 义 如 下 的 算 子 : 


+ 十 oc 
~. 人 Tk 中 = zkek+l- 
k=1 A=] 


(1) 试 证 明 Te B(XX) 并 且 计 算 了 的 范 数 上 Tl; 
(2) 试 证 明 了 是 单 射 并 且 给 出 工 -1 的 表达 式 . 
十 2c 


+o0 
(提示 :T=1.7-! 全 kex] = Eeer. ) 
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45， 设 {en} 是 Hilbert 空间 X 的 标准 正 交 基 , 对 于 任意 的 自然 数 j, 上， 
tjk 定义 为 : tjk = (Tej.ek). 
(1) 证 贡 


十 ce 
了 ej = 三 kehk， 
k=1 


并 且 对 于 任意 的 jE N, 有 = lial? < +oci 
(2) 矩阵 (万 有 称 为 算 子 工 关于 标准 正 交 基 {ek} 的 矩阵 表示 ， 如 果 算 
子 4，B e B(X) 分 别 具 有 算 阵 表示 (ajk) 和 (bj), 试 求 出 算 子 A 十 如 和 
AB 的 矩阵 表示 ， 
+20 
(提示 利用 定理 452. 4 寺 B= (ajk 二 bk),AB = ( 芝 ban ). ) 


46.， 设 X 是 Banach 空间 ，T: D(T) CX 一 义 是 闭 的 线性 算 子 ， 
如 果 A4 € B(X). 证 明 4 十 荆 和 了 A4 是 闭 的 线性 算 子 . 

(提示 : (1) 先 证 了 + 和 4 是 闭 的 . 设 {zn} C D(T+A4) = D(T), zn 一 7 
而 且 (了 + A)zn 二 y. 仅 需 证 明 xz E D(T+ 4), 而 且 (T+ 4)z =y. 由 于 
AEB(X), 所 以 Azn 一 Ar. 结合 (T+ A)zn 二 yy 知 ，Tzrn 一 2 一 4z. 
因为 了 是 闭 的 ， 所 以 ze D(T) = D(T+ 4), 且 Tr = y 一 Az, 即 有 
(T+ A)z =y. 故 了 是 闭 的 . 

(2) 证 明 TA 是 闭 的 . 显然 D(T4) = {zr E XX: Ax € D(T)}. 
设 {zn} C D(TA),zn 一 z, 而且 (TA)(zn) 一 y， 和 欲 证 Te D(74) 
而 且 (7T4)(z) = 因为 4 € B(X),zn 一 T, 所 以 Azn 一 4z、 由 
(T4)(zn) 一 站 知 ，T(C4zrn) 一 外 但 荆 是 闭 的 所 以 Az € D(T) 而 且 
T(4z) = y, 即 就 有 ze D(T4), (TA)(z) = y. 故 TA 是 闭 的 . ) 

47， 定 义 在 呈 上 的 算 地 工 为 


T(zl，2z2，、…:) = (72, 273, 374, 7), 


证 明了 是 财 的 稠 定 算 子 . 

(提示 :31 = {rlsr2 rn:0 :meQi=l2 nneEeN} 
是 [2 中 的 稠密 子 集 ， 而 且 MAL C D(7T), 故 D(T) = 22， 另外 ， 设 人 一 
人 人 ec DT). 6 > € = (人 6) E 1. TE = 人 (26 
36 的 ) 全 = (pe) 欲 证 EE D(T),TE = 人 依 1 人 
性 可 知 ， 外 iE 一 Wi 一 +oo)，i = 2 因此， 六 一 
lim Lig =i im =itidis $= 让 TE= 7 ) 


大 一 十 : 
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48， 设 X， 节 是 赋 范 线性 空间 ， 了 : 下 是 闭 线性 算 子 ， 证明 
ker(T) 是 X 的 闭 子 空间 . 

(提示 : 。 设 {zn} C ker(T),zn 一 工 ,Tzn 一 纪 但 Trna = 0, 因此 
Y=, 时 Tzn = 0. 由 于 了 是 闭 的 , 故 Tz =y, Tz =0 所 以 zeker(7)) 

49.， 在 信 中 定义 算 子 如下: T(z1,z2, …) = (zl，2z2，3z3，，… 小 
证 明 了 是 一 个 闭 的 秽 定 线性 算 子 ,而且 T(D(T)) = 2. 

(提示 。 ”参照 第 47 题 ， 任 取 刀 = (mm,…) E 如 令 = (mn, 光 T， 
3m,.), YE eR 而 且 TE =. ) 

50， 对 于 任意 的 he R, 在 L?(R) 上 的 算 子 7h 定义 为 


Th f(z)= f(r-—h), vf(z)€ L2(R), 


证 明 mm 是 有 界 的 . 


1/2 1/2 
aa fale = (人 re-Dpaz) = (fueas) = 
lf. ) : 

51， 设 MM 为 赋 范 线性 空间 X 的 闭 子 空间 ， zo 是 AM 中 某 个 弱 收敛 点 
列 的 极限 ， 证 明 zo E M. 

(提示 : ”用 反 证 法 . 设 To 4 M, 则 d= d(zo,M) > 0. 由 Hahn-Banach 
定理 知 ， 必 定 存在 eX", 使 得 f(z0) = d, f(z) = 0(Yz E M), 但 由 已 知 
条 件 可 知 存在 点 列 zn E AJ 使 得 im f(zn) = f(z0). 故 f(z0) = 0, 矛 
盾 . ) 

52. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ，T € B( 关 ,站 ). 证 明 对 于 任意 的 c > 1， 
存在 z EX,j|zl| < c, 使 得 Tz|| = 17 

(提示 : 由 TE€ B(X,Y) 知 ， 可 以 选择 y €E XX, jlyl| = 1, 使 得 
Nryl > zlye 令 == 17hy/NTyl 可. ) 

53. 在 C([-1,1) 上 ， 由 


f(z) a a0dt- z(D)dt, vz(t) ec([-1,1), 


定义 了 线性 泛 函 f, 求 | 由. 

(提示 : f= 2. ) 

54. 设 六 是 一 个 赋 范 线性 空间 ，z €E X,T ee B(X), 定义 g(T) = Tz， 
证 明 ge B(B(X), 义 ), 并 且 求 |gll. 

(提示 : jell = llzll. ) 
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55， 设 a€LXx([0.1]).(Tw)(z) = a(x)u(z), 证明 Te B(L?2([0,1])， 
并 且 求 I. 

(提示 :TH = liallx. 对 于 任意 的 allw >c. 令 4={z: |f(7)| > 
ch au=A4 有 mA < ITull3 < TmA. ) 

56， 设 六 是 赋 范 线性 空间 ，0 取 Je XX*, 则 不 存在 开 球 B,(a), 使 得 
Jo 是 了 在 Br(a) 上 的 最 大 值 或 最 小 值 . 

(提示 : 如果 存在 开 球 B,(a) 使 得 f(a) 是 f 在 B.(a) 上 的 最 小 值 ， 
JUBr(o) = fla) +rf(B1(0)) 2 fa), W f(B1(O0)) 2 0, f(B1(0)) = 0. ) 

57.” 设 入 是 赋 范 线性 空间 .对 于 任意 的 f€ X ,了 关 0 和 zoe 
义 一 ker( 了 ). 证 明 对 于 任意 的 ZE 和 始终 存在 a € FF, 使 得 z 可 以 唯一 地 
表 泵 为 下 面 的 形式 : 


T=y+aro, YE ker(f). 


(提示 :一 (x)ro/f(ro) € ker(f). ) 

58， 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， 力 ， 户 E 只 ”而且 ker( 亡 ) = ker(f2), 证 
明 存在 常数 “. 使 得 有 1 = “ 户 . 

(提示 : 利用 第 57 题 的 结论 ，) 

设 久 和 YY 是 Banach 空间 ，T : XX 一 是 线性 的 , 令 
ker(T):= {reX: Txr=0}. . 

(1) 如 果 工 E B(X,Y). 证 明 ker(T) 是 X 的 闭 线性 子 空间 ; 

(2) 问 ker(T) 是 X 的 闭 线性 子 空间 能 否 推出 卫 e B(X,Y)? 

(3) 如 果 三 是 线性 泛 丁 ,证明 f € 六 *. 当 且 仪 当 ker(f) 是 六 的 财 线 
性 子 空间 . 

(提示 说明 ker(T) = ker(T). 不 一 定 , 考虑 C1([0, 1]) 上 的 微分 算 子 
d/dt. 用 反 证 法 证 明 充分 性 . 设 ker{f) 是 X 的 闭 线性 子 空间 . 假设 f 不 是 有 
界 的 , 则 用 用 = 十 0, 因此 , 必 有 一 个 点 列 {xn} 适合 zn = 1 f(zn)| 过 交 
记 yn = rny/fzn) 一 2 则 f(yn) = 0. 因此 ， yn € ker( 了 ). ee 
A lzayf(zajll = 1If(rn)| < 1/n 一 0 这样 就 有 yn 地 一 X21/f(z1)， 

(一 zi/f(21)) = 一 1, 所 以 一 xr1/f(z1) 4 ker(f), 这 与 ker(f) Ee 
让 ) 

60. 设 f(z) = 尖 rlto)dt.z € ZL2(01)0 < a <2, 证 明 f € 


(22([0,1))”*. 并 且 求 1 
(提示 f(z) = (x.9). yD)=t0 /e/a, f=lyle=1/ Ve (2-a 5) 
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61. 对 于 ze C([0.1]), 令 f(z) = az(1/3) + 8z{2/3), 证 明 
fe€ (C(I0,1]))*, 并且 求 1. 

(提示 :f= lal++13|. ) 

62， 证 明 在 Hilbert 空间 X 中 {zn} 强 收敛 于 z, 当 且 仅 当 {Zn} 弱 收 
敛 于 而 县 zol 地 zll. 

(提示 : {zn} 强 收敛 于 x, 当 且 仅 当 |lzn 一 z|| 一 0. ) 

63， 算 子 T: [2 一 1? 定义 为 


Tr=(0, 0, €1, €2, 7), T=(&, ee 人 
请 问 全 是 有 界 的 虽 ? 全 是 自 伴 的 吗 ? 试 求 满足 了 = 52? 的 算 子 3S: 已 一 
1 
(提示 : 。 了 是 有 界 的 。 了 不 是 自 伴 的 .Sz = (0， 和 6， 人 ，…)) 
64， 设 X,Y 是 Hilbert 空间 ， {el,e2,…,en}, {61,62，,…,En} 是 X 
和 YY 的 标准 正安 系 ， 定 义 算 子 
Tz 一 DX (zek)ek， VTEX. 
k=1 


证 明 TE B(X.Y), 而 且 TN = max{|A#|: 大 = 1,2,…,n}. 
(提示 : 。 对 于 xz EX， 


n 
I7zl? = Dxb Iz, ei)P 
k=1 
< _ maxflAk|2 : k=1,2,...,n}zll?. 


因此 ， TH < maxflAx| : 大 = 1,2,…,n}. 选取 ko e {1,2,…,n}, 使 
得 |Ako| = max{|Ak| : 天 二 1,2,…,n}， 所 以 Teko| = | 和 ol， 从 而 有 
TH 2 IXxol. ) 
65. 设 六 是 Hilbert 空间 ，T 了 TE B(X) 是 有 限 秩 算 子 ， 证 明 一 定 存 在 
aks bk € 和 大 一 1,2,.…,n, 使 得 对 于 任意 的 rEX 有: Tz = eon) 
(提示 : 设 {ek : 大 = 1,2,…,n} 是 R(T) 的 标准 正 交 基 ， 对 于 


任意 的 ze X,. 设 Tzr 一 x Qkek; 则 ak 二 (Tz,ek) = (z,T*ek)， 故 
k=1 


Tr= 过 《(z:T*ek) ex = 六 (Zz,ak) bx, 其 中 ak = T*ek, bk = ek. ) 
=] k=1 
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66.， 对 于 € ZL2([0,1), 定义 算 子 Tu = v, 其 中 当 z < 1/2 时 ， 
v(Z) = u(z), 当 z> 1/2 时 ，w(z) = 0, 证 明 TE B(L2([0,1)), 并 且 求 
I 

(提示 ， 令 4=[0,1/2], 则 Tu=xawHT|=1.) 

67， 设 a= {qi)}, Tz = {aizi}, 证 明了 TE B(L?), 当 且 仅 当 a € lo. 当 
ae€ lx 时 ， 求 TD. 

(提示 :TH = llall>. ) , 

68， 设 (Tz)(t) = tx(t), (Sz)(t) = 1/ z(s)ds,z € C([0,1]), 求 
SSI 和 NisTH. 

(提示 : TI = ls =|TSI| =2)sSTI=1.) 

69， 设 Tu(z) =/ sin[z(z 一 ju(y)dy, 证 明了 TE B(C([0,1)), 并 
且 求 1 

(提示 :TH = 2/r. ) 

70.， 设 祥 ，Y 是 赋 范 线性 空间 ， 全 : X 一 是 闭 线性 算 子 ， 若 
A CX 是 紧 集 ， 证 明了 (A4) 是 闭 集 . 

(提示 : 任 取 点 列 Tzn 一 y, {zn} C 4. 但 因 4 是 紧 的 ， 所 以 存在 
{zn}》 的 收敛 子 列 {Zn} 满足 Zn, 一 zo € 4. 自然 地 有 ，Tznx 一 y, 考虑 
到 人 是 闭 线性 算 子 得 到 Txo = y, 故 y ET(A4). ) 

71， 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， zn，zoE X, 而 且 zn 弱 收敛 到 zo, 证 明 
Z0 E han. 

(提示 。 反 证 法 ， 利 用 Hahn-Banach 定理 . ) 

72. 设 了 : LI(-oo,+co) 一 Co(-00,+00), f(z) ”” 6) = 
/ erej(z)dz, 试 求 TI 

(提示 证明 Tl > 1 时 ,选取 f(z) =e 中 , 则 有 fl = 17flle = 2. 
ITI=1.) 

73， 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ， dim X = 十 oo, Y 关 {0}, 则 存在 无 界 
线性 算 子 工 : X 一 世 . 

(提示 设 {zk : 上 EN} 是 的 线性 无 关 的 子 集 .无 妨 假 设 jznl| = 1， 
任 取 0 闫 yo EY, 定义 算 子 T: Trn = 二 nyo, 存 Xspan{zk: KkEN} 上 
令 Tz = 0, 则 了 是 无 界线 性 算 子 ，) 

74. 设 全 是 Hilbert 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 使 得 | 人 | = 1, 如 果 存 
在 点 roEX 满足 xo = xzo. 证 明 T”zo = xo- 
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(提示 。 参看 第 42 题 ，) 

75， 在 空间 C([0,1]) 中 作出 一 个 弱 收 敛 但 不 强 收敛 的 点 列 . 

(提示 ， 令 fn(z) = i n= 1,2,…. 对 于 任意 的 ze [0, 1]，, 
显然 有 f(z) 一 0， 利 用 高 等 数学 中 求 最 大 值 的 方法 可 以 证 明 : fn = 
1/2，n = 1,2,…. 因此 ， 点 列 所 弱 收 敛 于 0, 但 不 强 收 敛 于 0. ) 

76， 在 空间 LP([0,7])(1 < p < +oc) 中 作出 一 个 弱 收 敛 但 不 强 收敛 的 
点 列 . 

(提示 ， 令 f(x) = sgn(sintnz)jlsin(nz)2/P， 则 fnlle = 


Tn 1/p t 
|/ sinztnz)dz| = (r/2)1/P. 对 于 任意 的 Le [0 有 [la 
0 


0. 因此 ， 点 列 fn 弱 收 敛 于 0, 但 显然 fn 不 强 收 和 分 于 0. ) 
77. 设 X 是 一 个 复 Hilbert 空间 ， 了 e 已 (X) 是 正 算 子 ， 证 明 对 于 任 
意 的 Tz，y € 六 ,有 


Tz, WD < (Tz, 0) (Ty, yf. 


(提示 : 由 于 7 有 唯一 的 正平 方 根 5, 即 了 = 5?2, S$ 是正 算 子 ， 所 
以 ，Vz,y € XX， 


I(Tz,W) = |(S?z,y)|=|(Sz, Sy)| 
< llszllllsyll = (Sz, Sz)!/? (Sy, Sy)/? 
= (Tx,7)/? (Ty,y) 2. ) 


78， 设 X 是 一 个 Hilbert 空间 ， Te B( 久 ), 并 且 假设 存在 正 的 常数 
c, 使 得 对 于 任意 的 ze X, 恒 有 


(zz)| > cllzll’, 


证 明 T-1 存在 并 且 了 -1 € B(X). 

(提示 : (1) 人 是 单 射 由 T € B(X) 和 |(Tz,z)| > cllzl2， 有 
(Tr — Ty,r—Y) = (T(r -ry cl lH( > 0). 由 此 可 知 ， 若 
Tz = Ty, 则 x = y. 这 表明 工 是 单身 故 了 -1 存在 ， ， 

(2) 工 是 满 射 ， 先 证 明 R(T) = XX. 如 果 z € R(T) ,于 是 ， 对 于 任意 
的 ze 和 ,都 有 |Tz,z)| = 0. 特别 取 z= >:, 则 有 


cllzl? < (Tz,2)| = 0. 
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因此 ， = = 0. 所 以 R(T) = X. 
再 证 明 R(T) 是 闭 集 . 设 y E R(T), 则 存在 yn € R(T), 使 得 yn 一 y. 
于 是 ， 存 在 zn E 兰 , 使 得 yn 二 Tzn. 由 给 定 的 条 件 可 以 得 到 


cllzm - zn? < |T(zm — Zn), zm— zn)| 


[ym — Yn: Tm — Zn)| 


入 


< ym — yall lzm — znll. 


即 得 1 
lm — zl < a lym — ll. 


因为 {yn} 是 基本 列 ， 因 此 {zn} 也 是 基本 列 , 但 空间 X 是 Hilbert 空间 ， 
因而 有 x E X, 使 得 zw 一 T+， 由 了 的 连续 性 就 有 Tz = alm Ten = 
nim Yn 二 y. 这 就 说 明 y € R(T), 从 而 知 R(T) 是 闭 集 ， 结 合 前 面 的 证 明 
可 知 ，X = R(T) = R(T). 

(3) 由于 了 是 从 X 到 X 的 一 个 双 射 . 由 Banach 逆 算 子 定理 可 知 ， 
T-1 存在 并 且 有 界 ，) 

79， 设 X 是 一 个 Hilbert 空间 ， 对 于 任意 的 a，5 € XX, 定义 算 子 Tab 
如 下 

Tior = (7,b)a, VrEX, 


(1) 证 明 Ts € B(X): 

(2) 当 a，5 关 0 时 ， 计算 dim(Tss(X)) 和 Toll; 

(3) 给 出 T3。 的 表达 式 ; 

(4) 如 果 了 TeE B(XX) 具有 一 维 值 域 ， 证 明 一 定 存在 a，b € X, 使 得 
T= Twp: 

(提示 : ”对 于 任意 的 x E X. 有 a.6(z)= ,ball = tz, lllall < 
ell lialz; 罗 此 ITH < llall jjeli. 故 Tos s B(X). 特别 地 , 令 z= 5/jjoll， 
则 有 zl = 1 17aa(zl = Helloll， 因而， Tosll = llall lell， 显然 有 
dim(Tss(X)) = 1. 

对 于 任意 的 z,yE 六. 有 


(Tas(7).y) 


((z,b)a, y) = (7.b) (a,y) 
(x, (a, 9)b) = (z, (y, a)b). 


ll 
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所 以 ，Tes(y) = (y,a)b,Vy EX. 

设 {b} 是 R(T) 的 标准 正 交 基 ， ze 大 而 且 Tz = ab, 则 a = (Tz,b) = 
(z,T*b). 故 Tz = (z,T*b)b = (za)b 其 中 a=T*b. ) 

80， 定 义 算 子 全: 信 二 12 如 下 : 


1 2 n 
T(ziz2 Zn ) = 人 


1) 确定 了 的 范 数 上 Tl|; 
给 出 了 的 全 部 特征 值 cp (T) 及 其 相应 的 特征 向 量 ; 
J- T* op(T"*) 和 p(T). 

(1) 


lITzll = T(z1,72, -省 = 上 (起 | 


- [3x2) ,+ 


< [r+a3+. = ll. 


( 
( 
( 
( 提 


因此 ,TI < 1. Tend = 0,…… na+1 0 外 = na+I) 一 工 故 
Irl=1 (2) AT- Tr = (M1 i = 
0 之 Mr1 = $72, Ar2 = 3za… > rz2 = 2Mr1,73 = 3M2zi,z4 = 


4X3z1,… 当 | 站 <1 时 ， 有 (1,2 和 ,3 和 2,4X3,…) e 12， 所以， op(T) = 
{A: 入 ec DM<1,E = {a2ax3ax): aeC). 
(3) Te(zhza…) = (0,$z1, $72 Tat) oz) = 0. 
p(T)={A: Aec,lA>1.) 

81， 对 于 {zn} e 12, 我 们 定义 如 下 的 序列 : 


Yn = Tnt1l+nznt+ Tn-l, To= 0. 


(1) 证 明 ye 12, 当 且 仅 当 {nzn} € 12; 

设 D= {rel: {nzn} € 42}, 定义 线性 算 子 T: D 一 12, 为 
Tz=Y, 

(2) 证 明 DD 在 [2 中 稠密 

(3) 证 明 工 是 自 伴 的 . 

(提示 (1) 因为 


(2 ) = (T1 + T2,T1+ 272 + T3,T2 + 3T3 + Za.**) 


y 
(0, ra) ra) + (T1,272, 373,.*°) + (72,73,74 
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所 以 ，y ERPS fnr} ER. (2) M = {rr rn0…) : 
rr2 Tn EQ,n=1.2..…} CD.) 

82， 在 空间 1 中 定义 算 子 TT: 1 地 ,T(z1,72,1…) = (0, 一 x1 
一 z2,…), 试 证 明 p(T) = 人: AECI>1),0o7T)={A: Ae 
C,IA|< 1. 而且 op(T) = 由 

(提示 : ”由 于 ee 
1rzi = > lzkl = llzll, 
k=1 
因此 ， T 是 有 界线 性 算 子 并 且 TH = 1， 从 而 当 |A| > TI = 
MEep(T). 

设 (A 和 IT-T)z = 0, 即 (Xrl, Arz2 十 zl, Ar3 十 z2，…，,Azn 十 Znh-1…) = 0, 
因此 ， Xerl = 0. 车 入 = 0. 则 由 Xz2 十 xz1 = 0 知 ZI = 0, 依次 得 到 
zl 一 2Z2 一 …:=0. 若 入 关 0. 则 z=0. 由 和 Xrz+zl=0 可 得 z2=0, 依 
次 得 到 zl = za2 = … 二 0. 所 以 对 于 任何 入 , 方程 (MX 一 T)z = 0 都 只 有 稚 
解 ， 这 表明 T 没有 特征 值 . 

考察 | 和 | < 1 时 的 情况 . 车 入 = 0, 则 RAT 一 T) = R(T) 关 4 设 
0 之 |A|<1, 坟 察 方程 (AI 一 T)z =y. 取 y= (a,0,…),a 关 0, 则 有 

a 


一 ,T2 一 一 


mm 一 (07 


zi 三 更， SET 


BH 


为 级 数 |zk| = 世 ,hol 是 发 散 的 , 所 以 不 存在 re 1 满足 此 方程 ， 
故 R(AT 一 Dh 园 此 ， 当 |AI<1 时 ，Aec(7T). ) 
83 设 荆 是 Hilbert 空间 六 上 的 紧 算 子 ， 入 是 了 的 非 夫 特 征 值 ， 则 
与 入 对 让 的 特征 向 量 空间 EE\ := {zEHH: Tzx= 和 z} 是 有 限 维 的 . 
(提示 : 。 用 反 证 法 来 证 明 . 假设 E、 是 无 限 维 的 ， 则 一 定 存 在 标准 正 交 
点 列 {Zw}. 对 于 任意 的 n 关 mm, 使 得 


ITxn — Txml? =|A len — rmll? =2|AD >0, 


因此 ， 点 列 {T zn} 不 可 能 含有 收敛 子 列 ， 这 就 说 明 了 不 可 能 是 紧 算 子 ，) 
84. 设 工 : 呈 二 了 是 下 而 的 线性 算 子 : 
之 全 1 1 1 7 
Tra (manarirama 革 aaaanch ， 


2 


(1) 确定 上; 
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(2) 确定 T*; 

(3) 给 出 了 的 谱 和 预 解 集 ， 对 于 入 E op(T) 确定 特征 空间 的 基 向 量 ; 
(4 ， 证 明 了 是 紧 的 . 

( 提 因为 17(za:z2… 川 和 zl 所以， < 1 但 因 17elll = 
llezll = t . aT ST 定 头 


Tr = (1, Tl 3 Dz ans 0m 0,011) ， 

因此 ，Ti 下 了 了. 所 以 全 是 紧 的 ，op(T) = {1, 吉 ,…， 填 ,…}. 对 于 入 = 1/n， 

特征 空间 EX eat 0,1,1,0,…), 第 2n 和 2n 一 1 位 置 是 1 其余 

位 置 为 0. o(T) = {0,1, 志 .…- 1 p(T) =C 一 {0,1, 去 …, 喜 ,…}.) 
85. Hilbert 空间 L?([0.1]) 是 内 积 空间 X 的 完备 化 空间 ， X 是 由 

[0,1] 上 的 所 有 连续 函数 构成 的 空间 ， 其 上 的 内 积 定义 为 


1 要 
(= svat 


定义 算 子 了 :42([0,]) 一 2([0，]) 为 (Tz)(t) = y(t) = tz(t), 试 证 
明 

(1) 了 是 自 伴 算 子 

(2) 人 没有 特征 值 . 

(提示 : ”Tlx 的 自 伴 性 由 是 实 的 便 可 以 推出 ,并 且 对 于 Z2([0,1]) 上 
的 ,其 自 伴 性 也 可 以 由 内 积 的 积分 表示 推出 ， 这 里 的 积分 是 一 个 勒 贝 格 积 
分 ，R(A:T)z(t) = (t 一 和 )-1z(t) 说 明了 oa(T) = [0,1], 并 且 对 于 Ae [0,1]， 
可 以 看 出 

Tz(t) = (t— Mz(t) =0, 
因此 ， 对 于 一 切 上 关 入 有 x(t) = 0, 即 就 是 说 Zz 三 0, 所 以 入 不 可 能 是 了 的 
特征 值 ，) 

86， 若 X,Y 是 Banach 空间 ， dim(Y) = +o0, TE K(X,Y 了 ), 则 存 
在 yeEY, 使 得 方程 Tx =y 无 解 

(提示 : ”否则 的 话 ， 则 有 R(T) = 工 ， 由 开 映射 定理 和 定理 3.36 知 

B1(0) 不 是 相对 紧 集 . 

87， 如 果 工 是 从 Hilbert 空间 到 其 真子 空间 Y 关 {0} 上 的 投影 算 子 ， 
试 求 


m= inf (Tz,7), M= .sup (Tz,2). 
lizll=1 llzl=1 
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(提示 m=0,，M=1.) 

88， 证 明 复 Hilbert 空间 XX 关 {0} 上 的 有 界 自 伴 算 子 的 谱 是 非 空 的 . 

(提示 : 。 因为 入 闫 {0}. 仅 证 ME o(T). 无 妨 设 0<m < M( 否 则 用 
TT 一 mI 代替 了 T), 则 = 上 TI| = ro(T), 但 co(T) 是 闭 集 , 故 M €o(T). ) 

89， 证 明 复 Hilbert 空间 六 关 {0} 上 的 紧 自 伴 算 子 了 了: X 一 X 至 
少 有 一 个 特征 值 . 

(提示 : ”了 = 0 有 特征 值 0. 设 荆 关 0. 则 m 与 MM 不 全 为 替 ， 但 对 于 
紧 算 子 来 说 非 零 的 谱 点 一 定 是 特征 值 ，) 

90. 求 一 个 线性 算 子 荆 : R? 一 ? R2. 使 得 满足 T2 = 7, 其 中 7 为 恒 
等 算 子 ， 并 且 指 出 哪 一 个 是 了 的 正平 方 根 . 


(提示 : 

mer! i -1 0 | 1 0 I | 

0 1 0 -1 aa -1l 0 1 

91， 设 工 : ZL2([0,1]) 一 > 72([0.H) 是 用 (Tx)(t) = tzx(t) 定义 的 算 
子 ， 证 明 T 是 自 伴 的 和 让 的 ， 并 且 求 它 的 下 平方 根 . 

(提示 ， 5 = TH 定义 为 (Sz)(t) = 42z(t). ) 

92. 设 T: 人 一 全 是 用 (6&1，&2，…) 一 (0，0，&3，&4，…') 
定义 的 算 子 ， 问 了 是 有 界 的 吗 ? 自 伴 的 吗 ? 正 的 吗 ? 并 求 了 的 平方 根 . 

(提示 : TT 是 有 界 的 . 工 是 自 伴 的 . 了 是 正 算 子 . Sz = 
(0,0,é€3,€4, ……).) 

93， 如 果 了 和 5S 是 复 Hilbert 空间 X 上 的 正 自 伴 算 子 , 而 且 S2 = 了?， 
证 明 9 = 了 工 . 

(提示 : 。 复 Hilbert 空间 X 上 的 每 一 个 正 自 伴 算 子 卫 : 天 一式 都 
有 唯一 的 正平 方 根 ，) 

94.， 如 果 算 子 人 :BR3 一 》 R3 相对 于 R3 的 一 个 标准 正 交 基 的 矩阵 
表示 为 


0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 
试问 了 的 谱 族 是 什么 ? 
(提示 。 如 果 入 < 一 1, 则 E、 = 0. 如 果 一 1 < 入 <1, 则 E、 是 到 直 
线 &2 = 一 5，63 二 0 上 的 投影 . 如果 入 二 1, 则 Es= 了 .) 
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95.， 求 用 ( 生 ， 扎 ， 和 名，…) 一 (6/1，&2/2，&3/3，…) 所 定义 的 
算 子 了 : 下 一 12 的 谱 族 ， 求 一 个 标准 正 交 的 特征 向 量 组 ， 此 时 ， 谱 定理 
取 什 么 形式 ? 

(提示 “了 是 紧 的 和 自 伴 的 .对 应 于 特征 向 量 zk = (6kn) 的 特征 值 是 
A 和 x = 1 人 (人 = 1，2，… 小 这 些 特征 向 量 构成 一 个 标准 正 交 序 列 ， 忆 、 是 
到 所 有 满足 入 < 入 的 x 的 特征 向 量 zk 张 成 的 子 空间 的 闭 包 上 的 投影 ，) 

96. 设 数列 {an} 一 0， 在 1 中 定义 算 子 了 为， Tx = y, 其 中 
2Z= (6n) El,y = (an én), 证 明了 为 紧 算 子 . 

(提示 ， 令 Thz = (alSaz6 angna0 小 则 办 是 1 上 的 有 
限 秩 算 子 ， 由 于 {an} 一 0, 因而 ， 对 于 任意 的 = > 0, 存在 自然 数 no, 使 得 
当 > no 时， 有 |an| < <. 因此 ， 当 n> no 时 有 : (Tn 一 TY)z|l < ellzl， 
所 以 Tn 一 如 | 一 0, 故 了 为 紧 算 子 ，) 

97， 2(R) 上 的 算 子 了 定义 为 ，T 了 f(z) = zf(7), 了 的 定义 域 为 : 

T)= {fe LR): TfeL?(R)}, 试 求 p(T) 和 op(T). 
(提示 : 当 和 ER 时, 算 子 (和 AT 一 T)f(z) = (入 一 了)f(z) 有 定义 在 
全 空间 上 的 有 界 逆 算 子 RAf(T) = f(z)/( 入 一 7), 因此 入 是 的 正则 值 ， 车 
入 ER, 则 AT 一 了 的 值 域 不 是 全 空间 , 因此 ， 和 Eo(T). 巾 ( T)f(z) = 
0 Af(z) = 72f(7) = jz) 三 0, 所 以 ol(T) = R,op(T) = 0. ) 
98. 在 忆 中 定义 算 子 了 如 下 ， 


1 1 
3 = (nm 2 (Z1 + x2), 4 (V1+z2 + 2s), sa 
1 
Bt) )， 


证 明 该 算 子 了 是 有 界 的 但 不 是 满 的 . 


(提示 : 
Jrzl2 = lr)? + lr + rol?/4+ |z1+ zx2 + zl2/16+ 
< zal2 + (lzil+lz2)?/4+ (zi|+ lr2l + lz3l)?/16 + 
< lz 十 2(lzal2 +|zazl2)/4 十 4(|zal2 + lz2l? + [rsl?)/16 + 


= (|za? 十 |zal?/2 十 jmail2/4 十 …) 十 (zz|2/2 十 jzz|2/4 十 、) 十 … 
= 2|zal2 + lr) + zal?/2 十 …， 


< 2(lzaj2? + ral? + = 2|zlB. 
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因此 ， 了 是 有 界 的 ， 对 于 九 = (1,0.1/2,0,1/4,…) E12. 假设 Tz = 六 则 
有 

TI=1, 

(x1+ 72)/2 = 0, 

(ri 二 za 十 z3)/4 = 1/2, 

(Z1+ 7T2+ 3+ 74)/3 = 0， 


T= 1,72 有 
| 


99， 设 {ek} 是 Hilbert 空间 X 的 一 组 标准 正 交 基 ， 定 义 下 述 点 列 : 


| 
1 
J 
上 
to 
Es 
上 
I 
NY 
军 
出 
9 
i 
1 
ja 
~ 
1 
ES 


fon=e, fi=ezrt, Vk>0; fk=e-2k, Vk<O. 


则 {和}xrez 是 一 个 标准 正 交 基 ， 定 义 双 侧 移 位 算 子 5 为 


十 20 十 oo 
:( > oh] = Darfen. 


k=—20 k=—o0 


(1) 证 明 S 是 一 个 有 界 算 子 ; 
(2) 证 明 5S 没有 特征 值 . 
(提示 ， 
十 ce 十 oo +oc 
(A1~5) ( pb eh) =0A 二 ak 大 = 2 apfktlS Aak+l = 
ho0 ko oo 
te + A to 人 
ak， 工 lakP = 二 IAtaol? = loo 二 | 之 ao = 0 
全- ER E06 
2 orf =0.) 


100， 对 于 任意 的 he 及 .在 I?(R) 上 的 算 子 7h 定义 为 
办 JJ = fr), vfe rR), 
证 明 7h 没有 特征 值 ， 而 且 
cl(m)jcftzeC: lz|=1}. 


(提示 : (AT — Ta)f(x) = 0 Mf(r) = f(r -he f=0, 所 以 
op(T™h) = 9. ) 
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101， 定义 算 子 了 : 已 一 102，Tr=y= (mm), r= (6), m= 
An En 其 中 {An} 是 RE 的 一 个 有 界 序 列 ， 而 且 a = inf 和 n，b = sup An 
证 明 每 个 入, 者 是 了 的 特征 值 ， 在 什么 条 件 下 会 有 o(T) 2 [a，49]? 

(提示 : Tz = 入 jx, 其 中 = (6)，En = 6oj 如 果 {和 jy} 在 [a， 加 
上 稠密 ， 则 o(T) 2 [a， 昌 . 这 是 因为 o( 了 ) 是 闭 的 。) 

102. 设 TE B(X). 证 明 当 和 二 二 cc 时 ROA;T) 一 > 0. 

(提示 : 。 设 | 入 | > 有 TH 而 匡 y= TAT 则 


lyl=1XAz -Tr zz -Tz X= TDIall, 


因此 ， 有 RO:T)|= sup(llz* Ayh) < (X= TN). ) 
3 
103， 设 {ek} 是 Hilbert 室 间 X 的 一 组 标准 正 交 革 ， 定义 算 子 工 如 下 


w 
7 (Ee 中 A 
人 一 上 k=1 


求 出 T* 并 且 证 明 T* 是 了 的 一 个 扩张 . 

(提示 : ”直接 按 T*” 的 定义 计算 . ) 

104. 设 TE B(X). 证 明了 能 够 被 表达 为 了 = 4+iB, 其 中 4 和 了 嫂 
都 是 自 伴 算 子 并 且 是 唯一 的 . 

(提示 :， 4=(T+T*)/2.B=(T-T*)/(20.) 

105， 设 X 是 复 Hilbert 空间 ， 证明 Te 妃 (X) 是 自 伴 的 ， 当 且 仅 当 
(zzr)ER，YzreEXA. 请 说 明 此 结论 对 于 实 Hilbert 空间 不 一 定 成 立 . 

(提示 : 利用 算 子 极 化 恒等式 


(Te) = Bet) (Te 
+i(T(r + iy),z +iy) 一 iT(z — iy),7 ~ iy)l. 


Ra 
洲 . 


106， 设 工 和 5S 是 Hilbert 空间 上 的 自 伴 算 子 , 证 明 ST+TS 和 
i(5T 一 了 5) 是 自 伴 的 . 
(提示 ”直接 按 自 伴 算 子 的 定义 验证 ，) 
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107， 在 [2(R) 上 的 算 子 了 定义 为 


了 的 定义 域 为 
D(T)= {fe DR): Tfe D2(R)), 
证 明了 是 自 伴 的 . 
(提示 。 直接 按 自 伴 算 子 的 定义 验证 ，) 


108， 设 {ek} 是 复 Hilbert 空间 X 的 一 组 标准 正 交 基 ， {rk} 是 (0, 1) 
中 爹 体 有 理 数 的 排列 ， 定 义 如 下 的 算 子 


十 cc 十 oo 
本 (E we] 等 > Tk Ok Ek, 
| k=1 
(1) 证 明了 是 自 伴 的 并 且 T=1. 


(2) 试问 了 的 预 解 集 、 了 的 点 谱 和 了 的 连续 谱 是 什么 ? 
( 提示 : 


上 +oo 2 
ITzl? = [7 (Boe) 
1 大 二 1 
| 十 co 2 +o0 2 
= | makek| = > Ireaxl 
Hk=1 一 
pe 
< loxp = lz 人 


ee eg +eo 
( me) = Kak Ek = Dy rk Qk Ek. 
k=1 k=1 k=1 

Tex = Tk ek 全 {} C op(T). 申 于 o(T) 是 闭 的 ,所 以 go(T) 2 [0,1],|ITH > 
1. 故 o(T) = [0,1, jl = 1. 但 内 复 Hilbert 空间 X 上 自 伴 线性 算 子 的 剩 
余 谱 or(T) 是 空 集 ， 因 此 ， oc(T) = [0,1] 一 {rg}. ) 

109. 证明 ro(TS) = ro(ST). 

(提示 : 注意 到 (TS)" = 了 (ST)"-15. 由 谱 半 径 公 式 可 得 ro(TS) < 
ro(ST). 3) 
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110. 设 Tz= (0,7z1,72,…), 则 TE€ B(I?)(l1 < p< +%0), op(T)= 0 

(提示 : 人 

111. 设 X 是 复 Hilbert 空间 ，T = 7T* € B(X), 则 ker(T) = R(T)+. 

(提示 : ker(T) = R(T*)+. ) 

112. 设 X 是 复 Hilbert 空间 ，T = T* € K(X), 六 去 {0}, 则 
gp(T) #0. 

(提示 ”了 = 0 有 特征 值 0; 车 工 关 0, op(T) = 9. 这 推出 TI = 
ra(T) =0. ) 

113， 设 Tz = (ak zk), {Qk} C R 并 且 有 界 , 则 T= 7T*€ B(1?),{ak} C 
op(T). 

(提示 :Tek = Qaxk ek. ) 

114， 设 {ek} 是 Hilbert 空间 X 的 一 组 标准 正 交 基 ,定义 TE B(X) 
为 


十 oa 十 co 
了 (E OK “) = DMakek, 
k=1 k=1 


证 明 人 是 西 算 子 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 自然 数 大 有 | Xk | = 1. 
(提示 ， (ed) = 区 oer TT=TT*=I1SIM|=1) 
=1 “大 =1 


115， 设 全 是 Hilbert 空间 关上 的 西 算 子 , 证 明 o(T) C {z EC: 
Iz|=1}. 

(提示 : IT 中 = 有 TT = 7T*TH,7T*T= 了 7, 故 | 了 T=1. 对 于 任 
意 的 和 Ec(T) 有 |A| < rc(T) = THL = 1. 另 一 方面 , 由 1/ 和 Eo(771)= 
o(T*) 可 得 1/IA|< ro(T*)=T*|=1, 所 以 1 和 1, 从 而 IAl=1.) 

116. 设 X 是 Hilbert 空间 ， 人 TE 刀 (X), 如 果 对 于 任意 的 ze 六, 恒 
有 (Tz,z) > 0, 则 称 算 子 了 是 正 的 ， 记 作 了 > 0. 证 明 下 述 各 条 成 立 : 

(1) 车 T>0, 则 工 是 自 伴 的 ; 

(2) 若 T,，S>0, a>0, 则 T+a5s>0; 

(3) 若 T>0,， SeB(X), 则 5*TS>0; 

(4) 车 TEB(X), 则 T*T>0; 

(5) 车 了 是 一 个 投影 算 子 ， 则 全 > 0. 

(提示 : 。 直接 验证 . ) 

117， 设 久 是 Hilbert 空间 ， 人 TE B(XX), 如 果 对 于 任意 的 ZE 义 , 恒 
有 Tz 上 < 中 z 咱 , 则 称 算 子 了 是 压缩 的 .对 于 算 子 了 e B( 久 ), 证 明 下 述 条 
件 等 价 : 
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1) 工 是 盯 缩 的 ; 

2) TH <1:; 

3 

A) TT* <1: 

(5) 工 ” 是 压缩 的 ; 

(6) T 工 是 卜 缩 的 . 

(提示 ， = 2 本 NTT ) 

118， 设 {ek} 是 Hilbert 空间 X 的 标准 正 父 基 ， 算 子 工 定义 如 下 : 


(1) 证 明了 是 紧 算 子 并 且 给 出 7” 的 表达 式 ， 
(2) 计算 op(T) 和 op(7™). 
(提示 : 7 (全 tx] 一 之 Fax ex 1 Tn 是 紧 的 ， 人 一 工 . 
大 一 1 
) = {0.1/2.1/3,…}. 0 au) = {ja 13.. 小 ) 
69 六 (NGO= 户 Hoakvrete 相 则 E BC a) 并 有 
求 o(T). 
(提示 ， 因为 | < 6 一 0)"/nt, 所 以 olT) = {0}. ) 
120， 定 义 竹 子 人 不 : 2 -全 甩 为 了 一 少 = (jn), 其 中 工 一 (Sn), 而 县 


(了 


十 co 二 sc 


th = dongEk 2 > lo < +eco， 
人 = n=1 k= 
证 明代 是 紧 的 ， 
( 提 坟 定义 算 子 :1 一 13.Thz = yn = (Wn 0, 
0，…). 则 三 ,是 有 界线 性 算 子 ， 因 为 T 的 值 域 是 有 限 维 的 ， 所 以 T 是 紧 
的 ， 此 外 ， 利 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 以 得 到 


ND = Tz 
+ 二 十 oc 
= 5 lwP= > (wel 
j=nrl j=n+11k=1 
9 


IA 


3 Dl Ser. 


J=n+1k=1 
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申 此 可 得 | 一 了 一? 0(n 一 +oo), 但 紧 算 子 列 一 致 收敛 的 极限 也 是 紧 
的 ， 从 而 全 是 紧 的 .) 

121， 是 否 存在 满 射 的 紧 线性 算 子 了: ls 一 > 1%? 

(提示 : 。 否 ， 因 为 /> 是 不 可 分 的 . ) 

122. 如 果 了 TE B( 久 ) 不 是 紧 的 ，T 在 X 的 一 个 无 限 维 子 空间 上 的 
限制 能 否 是 紧 的 ? 

(提示 。 是 . ) 

123， 设 {an} C C, 而 且 lip on = 0, 定义 算 子 全: 12 一 12, 其 
中 了 = (6)，Im = Qnén, 证 明了 是 紧 的 . 

(提示 设 Tz 一 (A161，…，An fn，0，0，…)，7m 的 值 域 是 
有 限 维 的 ， 所 以 也, 是 紧 的 . 令 = > 0, | 和 | < a, 对 于 一 切 有 > N 成 立 从 
而 当 n > N 时 ， 则 有 


二 ec 二 co 
ITz-Trl= 2 ING PS 2 人 <， 
k=n+1 k=n+1 
也 就 是 说 | 7n 一 了 TH < s, 因此 ， 了 了 是 紧 的 .，) 
124， 证 明 任 一 赋 范 线性 空间 上 的 零 算 子 是 紧 的 . 
(提示 : 。” 值 域 是 有 限 维 的 . ) 
125. 如 果 z 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 一 个 固定 元 ， 而 且 f & X*, 定义 
算 子 T: X 一 和 为 Tz= f(z)z, 证 明 算 子 T 是 紧 的 . 
(提示 : 因为 f 是 线性 的 ， 所 以 全 也 是 线性 的 . 由 于 f 有 界 ， 故 有 


ITzl=1f(7) zl < Clzl, C=HFHzi. 


因此 了 有 界 . 由 于 dimT(X) < 1, 可 得 结论 ，) 

126. 设 羡 是 一 个 内 积 空间 ， 对 于 岗 定 的 元 y 和 z, 定义 线性 算 子 
了 T: X 一 XXX 为 了 z=(z,y)z, 证 明了 是 一 个 紧 线性 算 子 . 

(提示 :全 有 界 并 且 dimT(X)<1.) 

127. 设 Th: Xn 一 Xn+t1，n 二 1，2，3 是 赋 范 线性 空间 上 的 有 
界线 性 算 子 ， 如 果 T2 是 紧 的 ， 证 明了 = T3T2T: Xi 一 2 X4 是 紧 的 . 

(提示 :参看 定理 6.14. ) 

128， 设 X 是 一 个 Hilbert 空间 ， 了 : X 一 X 是 一 个 有 界线 性 算 
子 ，T* 是 了 的 伴随 算 子 ， 证 明 了 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 T* 了 是 紧 的 . 
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(提示 : 如 果 了 是 紧 的 ， 则 T* 了 人 是 紧 的 ， 反 过 来 ， 如 果 T* 了 是 紧 
的 ， 设 {zn} 有 和 界 ， 不 妨 设 上 zn 有 < C. 而 且 {T7* 全 zw]} 收 剑 ， 则 对 于 每 一 
个 < > 0, 存在 自然 数 N, 使 得 


NT Tz = TT zn < 去 ， Vk,j>N, 
由 此 可 得 ， 当 大 > N 时 ， 就 会 有 
JTzn = Tz 
(TT rn, — T° T zn Tn — Tnj) 
TT rn — T* Tz 有 lzw — zn 
TTzn —T*Tenj|2C <e. 


ll 


< 
< 


因此 ， {Tznx} 收敛 ， 故 了 是 紧 的 ) 

129， 如 果 无 限 维 赋 范 线性 空间 X 上 的 紧 线 性 算 子 工 : X 一 X 关 
于 整个 X 有 一 个 着， 证 明 这 个 逆 不 可 能 是 有 界 的 . 

(提示 ， ”无 限 维 赋 范 线性 空间 X 上 了 不 可 能 是 紧 算 子 ，) 

130， 设 T: X 一 X 是 无 限 维 赋 范 线性 空间 X 上 的 紧 线性 算 子 ， 
证 明 0 € ol(T). 

(提示 无 限 维 赋 范 线性 空间 X 上 7 不 可 能 是 紧 算 子 . ) 

131， 设 算 子 了: 这 一 3 人 定义 为 TZ =y = (nk)，Z = (&k)，Tok 二 
ak， Tak-1 = 0， 大 = 1，2、………, 试 求 ker(TX), 并 且 问 了 是 紧 的 吗 ? 

(提示 :车 入 = 0, 则 有 {z: Ex = 二 0}. 若 和 =1, 则 有 {zf: E62k-1 二 
0}. 著 入 关 0，1, 则 有 {0}. 否 . ) 

132， 证 明 一 个 Hilbert 空间 X 到 它 的 一 个 有 限 维 子 空间 上 的 投影 是 紧 


的 . 
(提示 ”投影 是 有 界 的 并 且 它 的 值 域 是 有 限 维 的 . ) 
133.， 证 明 由 Tx = = (mm), 其 中 mn = 如 /nm 所 定义 的 算 子 了 : 
loe 一 1% 是 紧 的 . 
(提示 : 。 定义 Th: 1 一 3 1%, 如 下 对 于 任意 的 > = (&1,€2,…)， 
Tz = (61,£2/2,… ,En/n,0.…-), 可 以 得 到 
HT-T)rl= sup sil < zl 


izn J n+t+1l1 


所 以 ， lm -Tl < 下 0.) 
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134， 令 X = C([0,1]) 并 且 定义 卫 : 天 一 为 了 z= uvz, 其 中 
uEX 是 给 定 的 ， 求 o(T). 

(提示 :co(T) 是 v 的 值 域 ， 但 办 为 " 是 连续 的 ， 在 紧 集 [0,1] 上 有 极 
大 值 和 极 小 值 ， 故 o(T) 是 一 个 闭 区 间 . ) 

135， 求 一 个 线性 算 子 工 : C([0,1]) 一 ? C([0, 1]), 使 得 了 的 谱 是 给 定 
的 区 间 [o, 如 . 

(提示 : 。 Tz=vz: 此 处 v 的 =a+( 一 at ) 

136. 若 Y 是 算 子 了 对 应 于 特征 值 入 的 特征 空间 ， 问 算 子 Tly 的 谱 是 
什么 ? 

(提示 : {XA}. ) 

137. 设 T: 1 一己 是 由 y = 也 z，z 一 es (Mn), Mn = Qnén 
所 定义 的 算 子 ， 人 {an} 在 [0.1] 中 稠密 ， 求 op(T) 及 o(7T). 

(提示 ， = {an}. 但 因 ac(T) 是 闭 的 ， 所 以 o(T) = bo, 1]:) 

138， 求 一 ne T: 一 2, 使 得 了 的 特征 值 在 给 定 的 紧 集 
K CC 中 稠密 并 且 o(T) = 天. 

(提示 :了 的 定义 参照 第 137 题 . 由 于 C 是 可 分 的 ， 所 以 及 也 是 可 
分 的 ， 设 {an} 在 天 中 稠密 ， 则 an 都 是 了 的 特征 值 ， 而 且 o(T) = K.) 

139， 设 X = C([0,7]) 并 且 定义 算 子 了 : DT) 一 X，z 一 2 
其 中 D(T)= {rEX: x EX ，zr(0)=zr)=0}, 证 明 c(T) 不 
是 紧 的 . 

(提示 : 入 = 一 n?(n € N) 是 了 的 特征 值 ， 于 是 了 的 谱 无 界 ，) 

140. 设 T: 一 ”是 由 Tz = (和 6) 7= 
(&，&2，…) e le 定义 的 算 子 . 

(1) 如 果 |A| > 1, 证明 入 € p(T). 

(2) 如 果 | 入 | < 1, 证 明 入 是 特征 值 ， 并 且 求 特 征 空间 Eh. 

(提示 : (1) TI=1.(2) mWz=(e AG, 6 一 和 人 )=0， 

={zeX: r=(a, aM, aX, :…), a EC}.) 

141. 设 T: 1P 一 > LP 是 出 z 一 (£2，&3，……) 定义 的 算 子 ， 其 中 给 
定 工 = (I，f2，…) ElP, 而 且 1<p<++oo. 如 果 | 和 |=1, 试 问 入 是 卫 
的 一 个 特征 值 吗 ? 

(提示 : 。 否 ， 因 为 (1， 和 A，》X2，…) LIz(p < +00). ) 

142， 证 明 由 
人 


人 


)， z= (6 €, 6 *……), 
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所 定义 的 算 子 了 : 上 2 一 > 1? 是 紧 的 ， 而且 op(T) = {0}. 
(提示 : 。 对 应 于 入 = 0 的 特征 向 量 是 (1，0，…*). 如 果 入 关 0, 则 由 
Tz = Az, 可 得 bn+1 = 二 n!1A 和 "61, 并 且 由 x El? 可 得 6 =0, 于 是 z=0.) 
143， 由 于 紧 线 性 算 子 可 能 没有 特征 值 ， 定 义 算 子 


Tr=(0, 旦 各、 全， (6 外 

试 证 明 : c(T) = cr(T) = {0}. 

(提示 : Tz = Az,0= A€1, 6n-1/(n-1)= Mn (n=2, 3,.…), z= 
0， 每 个 入 关 0 都 属于 p(T)， 如 果 入 = 0, 则 加 = 0, 其 中 Tx = 
(7m)， 五 (了 关 人 ，0 4 oe( 了 T), 因此 0e or(T), 这 是 由 于 op(T) = 0.) 

144， 求 由 
& 皇 鱼 .Ga 
3 


Thr = @ ); r= (6, €2, €3, + 6n), 
所 定义 算 子 mr : R" 一 ? R" 的 特征 值 ， 并 且说 明 当 nn 一 十 co 时 会 出 现 什 
么 情况 ， 

(提示 : 0, 特征 向 晶 为 zn = (0，0，…，0，1). ) 

145， 定 义 算 子 T: 2 一 站 


Tz=y, 7=(€n), y= (mn), Mn = Qn én, 


其 中 {an} 在 [0，] 上 是 稠密 的 ， 证 明 7 不 是 紧 的 . 
(提示 。 每 个 am 都 是 了 的 一 个 特征 值 ，) 
146.， 定义 算 子 T: C([0,4]) 一 C(0,1) 为 


Tr=vr, vt)}=t, 


证 明 人 不 是 紧 的 . 

(提示 : ”如果 入 天 [0， 了 如, 则 RO;T)z(t) = z(t)/(t — AN),o(T) = 
[0, 1].) 

147， 定 义 算 子 T: 一 忆 


Tr=y= (6. €3, 17°), z= (6 62, *) EL, 


并 且 设 m = mo 和 n = no 是 使 得 ker(Tm) = ker(Tm+1) 和 了 T"+1(X) = 
T"(X) 成 立 的 最 小 数 ， 试 求 ker(T™), 有 限 的 mo 存在 吗 ? 请 求 出 no- 
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(提示 : {reEl: &=0, 上 >m}. 否 . no = 0.) 
148， 设 入 E C, fe C([a, 本 ), 则 方程 u(x) = \/ u(t) dt 十 J(z) 有 只 


a 


一 的 解 u € C([a; 酉 ), 试 求解 的 级 数 表 示 . 


时 ， 


归 示 ， 设 (ID)= fa w= (AT = 窟 "77) 


1 
149， 研 究 积 分 方程 u(t) 一 人 erau(z)dz = f(t). 
1 
(提示 : 。 令 (T(w))(t) = / etrzu(z)dz, 则 clT)={0,1}, 当 入 关 1 
/0 
原 方 程 有 唯一 的 解 . ) 
150， 设 X 是 复 Hilbert 空间 ，T € B(X), |(Tz,z)| > mlzlP(vz € 


X), >0, 则 了 是 可 逆 的 . 


时 ， 


T2， 


(提示 : 。 对 于 任意 的 ye R(T)+ 有 ，0= (Ty,y) > mllyll>. ) 
151， 定 义 算 子 T: 12 一 1 为 


T(t ra rn) 一 (72374 2 


) 求 出 TH 和 了 的 特征 值 ; 

2) 证 册 对 应 于 每 个 特征 值 的 特征 空间 是 无 限 维 的 ; 

) 确定 算 子 T* 、TT* 和 T*T 的 表达 式 ， 

) 求 出 o(T) 和 p(TD). 

提示 : (1) T=1.0p(T)= {和 A: 和 EC,IA|<1}. 因为 当 |A|=1 
(1 ,0,A2,0,0,0, AS …)) 关 12, 所 以 | 和 | = 1 不 是 全 的 特征 值 . 

(2) E, = {(aa,alAasyalX2,asya3A,ar, a1A3,*…-) : ak €C}. 

(3) T(z1,22,°%°) = (0,21,0, 22,0,°…°). TT*(z1,72,-…°) = (zl， 
.DT"T(ri72) = (0,za2,0,z4,0,…). 

(4) o(T)={XA: AeC， MAN<1),pT)= A: MeC, MN>1}.) 
152， 设 泛 困 已 : Rn 一 R, f(z) = f(z1,72,"…,ZTn) 具有 一 阶 连续 偏 


导数 ， 对 于 点 工 = (71,Z2.…… ,zn) 及 任意 的 疡 = (hi,h2,…,hn), 求 f(z) 
在 点 z 沿 方向 的 弱 微 分 . 


(提示 :应 用 多 雹 因数 微分 法 则 ， 有 


_ of a 
Dj = 让 | + 站 | + + 丽 | 各 = 人 7) 呈 ， 


”其 中 梯度 立 Hz) = ( 问 . 就 …, 苦 ) 因此 ， /在 点 z 是 弱 可 微 的 而 


且 弱 可 导 . ) 
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153.， 设 针 是 可 分 无 限 维 的 Hilbert 空间 ， {en} 是 牙 中 的 一 组 标准 
正 交 基 ， {An} 是 满足 条 件 supRe Mn 三 w < +ooe 的 复数 点 列 ， 在 羡 上 定 
n>1 


义 算 子 4 为 


D(A) 


人 人 Ia pl(e,en) Pp + 


etl 


Ar 


I 


十 oc 
> Mn (Zen) En. 
n=1 


则 算 子 4 生成 人 上 的 Co 半 群 ， 而 且 上 T(t) | < ee 并 请 给 出 半 群 的 具体 


(提示 : 分 四 步 证 明 . 
(1) A 是 笛 定 算 子 .对 于 任意 给 定 的 ZE X， 它 可 以 表示 为 x 
大 
(ve) en $ zk = T(r,en)en ze € D(A), k= 1 2, 
n=1 n=l1 
而 且 
十 co 
2 0: 
同人 
二 ee 


(2) 4 是 闭 线性 算 子 . 设 zm = 2 (zm,en), en € D(A4), z 


mn 三 1 


1 


to0 to 
D(z,en)en € X,Yy= 工人 (en)ene 基 ,而且 zZm 一 2 和 4zmn 一 人 
n=1 n=1 


y (m= 十 cco), 则 
im An (Pm, En) = An (Y, En) = Mn (Tien)》， 


于 是 ze D(4), 并 且 有 2 = 4z, 这 就 说 明 4 是 关上 的 闭 线性 算 子 . 
(3) (w,+oo) C p(4), 并 且 当 入 >w 时， 有 


I RO; AN < Sy es 


设 zxEX, 考察 方程 (和 J 一 A)y = z, 则 此 方程 等 价 于 
(入 一 An) (yen) = (Ten), n=1, 2, 
因为 Re Xn < w, 因此 当 入 > ww 时， 入 一 ReXn > 入 一 ww > 0, 从 而 


1 
(yen) = NS (zen)， 
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所 以 入 E p(4), 而且 RX; 4)z = XLR 2;en) en 利用 归纳 法 可 以 证 
明 

R(M; A):z -6 = 元 天 (zen) en. 
从 而 知 


IRON; 4 六 | < k=1, 2, .…. 


> 
(A—w)*’ 
由 Hille-Yosida 定理 可 知 ， 算 子 4 生成 X 上 的 Co 半 群 {T(t : t>0}, 
而 且 T(t) | Se 

(4) 求 出 半 群 的 具体 表达 式 ， 因 为 对 于 任意 的 ze X, 有 
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= eA pO; A)es 
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根据 半 群 表示 定理 (推论 8.8) 可 知 


+oc 
TDz= lim er= De '(z,en) en. ) 
n=1 


和 一 十 cc 


